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Vorwort. 

Das vorhegende in zwei Bande eingeteilte Werk ist dm oh Zusammen- 
fassung und teilweise weitere Ausftihrung emer Folge Ton Vorlesungen 
entstanden, die mit mannigfachen Umgestaltungen und Vervollkommnungs- 
versuchen periodisch wiederkehrend seit einer langen Reihe von Jahren 
an der Umversitat Mtinchen von mir gehalten wurden Es geschah dies 
m. der Absicht, den Studierenden der Mathematik, msbesondere sclion 
denjenigen del ersten Semester erne auf ausschlieBlicher Benutzung ele- 
mentarer Methoden beruhende, streng mid emheithch aufgebaute und 
zugleioh nach Mdglichkeit ausgebaute Darstellung der Hauptlehren dei 
Funktionentheorie und ihrer arithmetischen Grundlagen zu bieten. Eme 
ausffihrliche Behandlung dieser Grundlageu bildet den Inhalt des eisteu 
Bandes Derselbe enthalt aufier der Lehre yon den rationalen Zahlen im 
wesentlichen erne systematiscbe Bearbeitung desjenigen Stoffgebietes, 
\lber welches in memen Enzyklopadieartikeln- ;; Irrationalzahlen und 
Konvergenz unendlicher Prozesse" und ,,Unendhche Prozesse mit kom- 
plesen Term en" berichtet wurde (mit AusschluB der Lehre von den un- 
endlichen Determmanten) Der zweite Band gibt dann eme EinfUhrung 
in die Theone der eindeutigen analytiachen Funktionen emer komplexen 
Yeranderlichen und der emfachsten mehrdeutigen Umkehrungsfunktionen 
auf Grund der WeierstraBschen Methoden und deren weiterer Aus- 
bildung, namentlich m bezug auf die Theorie der gauzen transzendenten 
Funktionen und der analytischen Fortsetzung. 

Bei der Abfassung des Baches habe icb, wie ja schon dessen Ent- 
stehungsweise vermuten l^Bt, in erster Liuie an solche Leser gedaoht, 
welcbe noch im Anfange ihrer mathematischen 8tudien stehen Irgend- 
welche mathematisoben Yorkenntnisee sind zum Verstandnisse des ersten 
Bandes uberhaupt nioht erforderlich, und, was ftlr das Studium des zwei- 
ten Ban des als unentbehrlich vorausgesetzt wird, redaziert sich auf die 
Kenntnis eimger Begrifi'e und Satze aus den Anfangsgrttnden der elenien- 
taren und der analytischen Geometric. Auch die an die Auffassungsgabe 
des Lesers gestellten Anforderungen halten sioh, wie ioh glaube, in sebi 
mafiigen Grenzen, und ich wtlrde eher fdrchten, eines stellenweiee gar 
zu niedrigen Darstellunflrsniveinia n^Ar aliwn m-nba* five*** 



VI Vorwort. 

weiden, wenn nicbt meine langjabrigen Lehrerfabrungen mich boffen 

hefien, in dieser Hmsicbt annahernd das ricbtige getroffen zu haben DaB 

trotz des elementaren Charakters der Darstellung durcbweg mdghchste 

Strenge der Beweisfflhrung angestrebt wird, bedarf wobl kaum der Er- 

wabnung, da dies nacb memem Dafttrbalten als selbstverstandlicbe For- 

derung jeder mathematiscben Darstellung gelten sollte. Urn die Auf- 

merksamkeit des Lesers mcbt in unnotiger, nacb memem Dafurbalteu 

baufig geradezu als atorend empfundener Weise von dem systematiacben 

Gauge der Untersuchung abzuzieben, sind (mit verscbwindenden Aus- 

nabmen) etwaige Quellenangaben, literariscbe Hinweise, bistonsobe Be- 

merkungen und sonatige allenfalls wfinscbenswert erscbemende Urgan- 

zungen in einen besouderen, am Ende jedes einzelnen Bandes befindlicben 

Anbang verwiesen. Im librigen sei nocb ausdrttckliob bervorgeboben, daft 

der Inbalt dieser Y orlesungen kemeswega nur anf die Entwioklung dernot- 

wendigsten Elemente der in Betracbt kommenden Gebiete sicb beecbrankt 

Yielmehr sucbte icb bei der Bebandlung der emzelneu Gegenstande eine 

gewiase, liber den nacbsthegenden Bedarf des Anf angers wesenthcb binaus- 

gebende YoUst&ndigkeit zu erreioben Und als leitenden Grundgedanken, 

der mir in gleiober Weise bei der Abfassong des antbmetiscbeu, wie das 

fanktionentbeoretiscben Teils roracbwebte, mScbte icb die Durobftibrung 

der Absicbt bezeicbnen, die dementaaren Mefhoden naob Moglicbkeit aus- 

wnutgen bzw weit genug austsubilden, um den Leser mit den modernen 

Yerscharfungen und Yertierungen der Begriffe und Fragestellungen vei- 

traut macben zu ktfnnen und ibn so nabe, wie es die Einfacbbeit der auf- 

gewendeteu Hilfsmittel irgend gestattet, an die Grenzen unserer heutigen 

Erkeuntnis beranzufQbren. Hiernacb bege icb die Hoffrmng, dafi diese 

Yorlesungen aucb fortgescbnttneren Lesern merklicben Nutzen gewabren 

und, zum mindesten in bezug auf die Art der Darstellung, auch der Be- 

acbtuug der eigentlicben Facbgenossen nicbt unwert sein dtirften 

Der erste, als Zdfderilehre bezeicbnete Band erscbeint in drei Ab~ 
teilungen, deren jede, unbescbadet des zwisoben ibnen bestebenden Zu- 
sammenbanges, ein vollstandig abgescblossenes Stoffgebiet umfafit Diese 
Zerlegang dlirfte natnentlicb denjenigen Studierenden willkommen sein^ 
welcbe von der erst&n, die Emfubrung und Auegestaltung des reellen 
Zabl- und Grenzbegriffes entbaltenden Abteihmg zunacbst nur als einer 
pass en den Erganzung zu den ublicben Yorlesungen fiber Innnitesimal- 
recbnung Gebrauob machen wollen, da in diesen letzteren die for jedes 
tiefere Yerstandnis der Analysis unentbebrhcben aritbmetiscben Grund- 
lagen erfabrungsgemaB aus Mangel an Zeit entweder als im wesenthcben 
bekannt yorausgesetzt oder zum mindesten nicbt mit genttgender Aus- 



Vorwort VII 

Bezdgbch der zweckmafiigsten Einfflhrungsart des Zahlbegnffs schei- 

nen zwischen den Mathematikern noch immer recht erhebhche Memungs- 

verschiedenheiten zu heirschen Ich habe mich von jeher der zuerst wohl 

von Heine scbarf ausgesprochenen, insbesondere auch von Helmholtz 

mit Nachdruck vertretenen Auffassung angeschlossen, die unter Zdhlen- 

lediglioh ein geordnetes, bestimmten Yerknupfungsregeln gentigendea 

System von Zeidien verstanden wiasen will und somit eme vollstandige 

Trennung der remen ZaKlenlelwe von der Grrbfienldire anstrebt In der 

vorliegenden Darstellung gehe ich msofem noch emen Schntt welter, 

als ich den Begriff der natdrliclien Zahl zunachst an ein ganz spezielles 

Zeichensystem, namhch an dasjemge unserer dekadischen Ziffernschrift 

knilpfe. Indem ich dieses Zeichensystem m bestimmter Anordnung anf 

Grand genau beschriebener rein kombinatonsoner Regeln gewissermafien 

vor den Augen des Losers entstehen lasse, gewmne ich eme ;; kanomsohe 

Form" flir die unbegrenzt fortsetzbaie, geordnete Folge der natflrlichen 

Zahlen, sodaJB die Existent: dieser letzteien damit fur mich aofier Frage 

steht (selbst auf die Gefahr hm, daB unerbitthche Logiker, Axiomatiker 

oder Mengentheoretiker hiergegen Widerspruch erheben sollten). Ffli- die 

in diesem Zusammenhange lediglioh als OrdinalzaMen auftretenden natdr- 

lichen Zahlen wird die Addition nach dem Voigange von H GraBmann 

rekursonsch definiert, sodann das assoziative und kommutative Yerhalteu 

einer Summe von der Form a -f- 6 + c in bekannter Weise durch voll- 

standige Induktion abgeleitet (deren Zul&ssigkeit ich als eine unmittelbare 

Folge der blofien Existenz der geordueten Reihe der uaturhchen Zahlen 

betrachte), Urn das Yorhandenseiu jener Eigenscbaften auf ; ,behebige" 

Summen tlbertragen zu kcJnnen, erweist sich der Begriff der Anxahl als 

unentbehrlich, und es wird daher zunSchst gezeigt, wie die bisher ge- 

schafpenen Ordtncdeahlen als Anjsdhlbejseiohnungen oder, wie man zu sagen 

pflegt, als Kardindedhlen angewendet werden kdunen 

Es folgfc alsdann die rekursorische Behandlung der MuUiplikation 
mit ihren oharakteristisohen Eigenschaften und, im Anschlufi an die Um- 
kehrung der beiden genannten fundamentalen Bechnungsoperationen, die 
Emftihrung neuer Zahleu: der Brtiche (aus ZweckmUBigkeitagrUnden gu- 
ersf), sowie der Nidi und der negatives Zahlen. FUr die Feststellung, wie 
diese neuen Zahlen zu ordnen bzw. in die Folge der schon vorliandeneu 
eintuordnen Bind und wie mit ihnen gerechnet werden mufi, dient das ge- 
wdhnlioh nach dem Voi'gange von Hankel (nicht besonders gluckhch) 
als Prinzip der }> Permanent" formaler Gesetze bezeiohnete Vlxriragungs- 
prinzip und zwar in einer nach meinem Daftlrhalten merklich verbesserten 
Form, welohe ihjm den Charakter einer gewissen logisohen Notwendigkeit 
verleiht. Es werden nUmlich allemal H^UA 7rtA7)/iL*i in ortinVioi*. TTT,*~A 



Vorwort 

emgefhhrt, dafi eine Teilmenge derselben lediglich neue Zeichen ftii be- 
reits vorhandene Zahlen vorstellt. Fdr diese letzteren bestehen also schon 
ganz bestunmte, auf die Feststellung ihrer Sukzession und die Definition 
der Rechnungsoperationen beztigliche Begeln, die sich ohne weiteres in 
die neuen Bezeichnungen wnschreiben lassen Soil dann in der Hand- 
habung des gesainten neu geschaffenen Zeichen vorrats nicht eme voJl- 
standige Verwirrurig emtreten, so bleibt kaum etwas anderes libng, als jene 
fttr einen Teil desselben bereits zu Recht bestehenden Regeln definifaons- 
weise auf die Gesamtheit auszudehnen und diesen Schntt dnrch den Nach- 
weis zu legitimieren, dafi die so getroffenen Festsetzungen den an sie zu 
stellenden Anforderungen widerspruchslos genflgen 

Dae soeben geschilderte Verfahren, welches zunachst Anwendung 
findet, um das urspriingliche Gebiet der ncdwrlicfwn Zahlen zu demjenigen 
der ratwncden zu erweitern, leistet nicht minder gute Dienste bei der Em- 
fdhrung der imatwnalen Zahlen, welche im wesenthchen nach der Meray- 
Cantorschen Methode erfolgt. Als Vorbereitung dient eme ausflihrhche 
Behandlnng der Lehre von den systematiscJien JBruchen (Systembruchen), 
die msbesondere dazu fiihrt, in den unbegrenzt fortsetzbaren perwdischen 
Systembrflchen bzw emer von mir als ratwndlrkonvergente ZaJdenfolgen be- 
zeichneten Verallgememerung derselben, brauchbare JLquivalente, also neue 
Zdhlseichen filr die bereits vorhandenen ratwnalen Zahlen zu gewinnen. 
Durch bloBe ~(jbertragung der ffir Anordnung und Verkniipfung der ratio- 
nalen Zahlen bestehenden Q-esetze <m die neue Schreibweise ergibt sich 
dann ohne weiteres em entsprechender Komplex bereits gesutfterter Regeln 
fiir jene neue Art yon Zahlzeichen, und es bedarf nor der Ausdehnung 
dieser Regeln auf beliebtge unbegrenzt fortsetzbare Systembruche bzw ton- 
vergente Zahlenfolgen (,,Fundamentalreihen" in der CantorschenBezeich- 
nung) einschlieBhch des oben angedeuteten erganzenden Nachweises, um 
damit alles erforderliohe jfiir die Einfuhrung der allgemeinen reellen b:zw. 
der hierbei als neu hmzutretenden vrratwncAen Zahlen zu leisten. 

Nach emem Bxkuis fiber die Abeahlba/rlceil der rationalen und auch 
der algebiaisohen, die NichtabedhlbcvrJceit der irrationalen Zahlen folgt die 
Einftthrung des renisbegriffs einschlieBlich der n unetgentho}ien u Grenz- 
werte + oo und oo, sowie die Formulierung des sogenannten allr 
getneimn KonvergdUSjprinBips, d. h die Aufstellung der notwendigen und 
hinreichenden Bedmgungen flir die Eonstenz des Grenawertes einer ab- 
zahlbaren Zahlenmenge Die weitere Ausbildung der Rechenoperationen 
mit allgemeinen reellen Zahlen ftthrt sodann zur Definition und genaneren 
Untersuchung foiPotenften mit (poeitiver Basis und) bdiebigem Eayonenten 
und der Loyarrihmen, msbeeondere der natwrUchen Logarithmen und ihrer 
Basis e. 



Vorwort IX 

Hieran schliefien sieh die Emfflhrung der unteren und dbercn Gienze, 
die Weiterbildung des GrenewertbegnSes zum unteren bzw oberen Limes 
und zui Haufungseahl, ferner die Untersuchung der sogenannten uribe- 
stimmten Quohenten und die Graduierung des Unendlich- und Nullwerdens, 
sowie die Aufstellung von Unendliclikeitsskalen Mit emer emgehenden 
TJntersuchung der gweifach-unendhchen ZoMenfolgen und der dabei zum 
Vorschem kommenden Grenzwertradghchkeiteu schhefit diese erste Ab- 
teilung. 

Die eu/eite Abteilung enthalt erne ausftthrhche Theone der unend- 
lioheu Reihen mit reellen Gliedern, die dwtte, auBer der Einftthrung der 
komplexen Zahlen und der hierdurch erforderlicli werdenden Vervoll- 
standigung der Reihenlehre, die Theone der unendlichen Produkte und 
Kettenbrfiche, dazu den oben erwiihnten Anhang und em alpbabetisches 
Sacnregister 

Miinchen, im April 1916 
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Abschnitt I. 

Eeelle Zahlen und Zahlenfolgen. 

Einleitung. 

Begriff und allgemeine Eigenschaften der reellen Zahlen. 

TJnter dem Inbegriffe der reellen Zahlen verstehen wir erne geordnete, 
wribegrenete Menge durch Vereinbamwg festgesetzter, bestimmten Ver- 
Twwpfungsrcgeln geniigender ZeicJien 

Zur vorldufigen Brlauterung der in dieser Aussage zusammen- 
gefaflten Haupteigenschaften der reellen. Zahlen diene folgendes 

1 Die Menge der reellen Zahlen, 1st eine }f gordnetef' } d. h. jedem der 
fraglichen Zeichen kommt innerhalb ihrer Gtasamtheit ein eindcutig be- 
stimmter Plate oder Hang zu, jedoch verscliiedenen Zeichen rncht allemal 
verscfaedene Platze Bedeuten also a und & zwei verschiedene Zeichen des 
Systems, so kann der Fall eintreten, dafi a und & denselben Platz (Rang) 
einnehmen- dann 1st & d'lesefbe ZcM wie a, anders gesproclien, b iet dann 
nur ein andercs Zeichen fflr die Zahl a. Wir drtloken diesen Saohverhalt 
Bohematisoh durch die Schreibweise aus: 

(1) a 6 oder auoh: I a. x ) 

In jedem anderen Falle besteht eine eindeutige Bestimmung darttber, dafi 
a entweder dem & vorangeht oder ihm nachfdgt, in Zeiohen: 

(2) a<l bzw. (3) a>&. a ) 
i a 

1) Z. B. -- ist eine bestimmte Zahl und , 0,6, 0,4,999 > Bind andere Zeichen 

1 

fflr -, daher aohteiben wir. 

y - -j- (8 7, S. 88) 

0,5 (B. 17, 8 99) 

0,4999 ... (B 20, 3. 119). 

2) Hierbei wird also zunachst der Begriff der georcbiften Menge an eine be- 
stimmte rtiumlichc 



2 Absohmtt I Einleitung Nr 1. 

Da bei derjenigen fundamentalen Anwendmg der reellenZahlen 1 ), welcher 
sie iiberbaupt ihre Einfiihrung vei danken (namlich bei ihrer Verwertung 
zur Beschreibung von Mengetibemehungen gahlbcvrer oder von Qroflen- 
beeiehwigeii mefibarer Dinge), jene Relationen (1), (2), (3) deu Begnffen- 
itfleich", H Ueiner te } ^grafter" in der libhchen empmschen Bedeutung ent- 
spreohen, so werden wir, abgesehen von den beiden ersten Paragraphen, 
ale sprachlichen Ausdruck fdr die Beziehungen (1), (2), (3) uns stets dei 
Bedewendiwgen bedienen- 

(la) a ist gleich b oder & ist gleicJi a, 

(2 a) a ist Idein&r als &, bzw (3 a) a ist grofier als &. 

Dabei ist aber feBtzuhalten, daB trote dieser Aiisdrucksweise die Re- 
lationen (1) geneiell zunacbst nur die Vertausclibarheit, die Relationen (2) 
und (3) erne bestimmte Suk0ess^on von a und 6 bedeuten, und es sei aus- 
drticklioh hervorgelioben, daB ihre Auffassung als Mengen- oder Grbfien- 
bewdiungen ohne eine entsprechende Umdeutung der Bezeichnungen 
,,Uemer" und ngrbfiw" in unendlich vielen Fallen geradezu widersvnwg 
ersclieinen wiirde. 8 ) 

Auffassung zu erleichtern und ist prinzipiell duiohaus entbehrlich Man hat, um 
zu dem Begnffe einer gcordneten (zweiseitig nnbegrenzten) Menge von irgendvelchen 
Elementen zu gelangen, nur folgende Festsetzungen zu treffen 

(I) Die GeBamtheit aller yon iigendemem Elemente a versdhiedenen Elemente 
zerfailt in sw&i getrennte KlasBen von Elementen & bzw V Die ZugehOngkeit zu 
der emen oder anderen Klasse wird daigestellt durch eine der beiden Beziehungen 

b<a, a<6', 
nnd zwar kann dann mcht gleichzeitig a < & bzw &' < a sem 

(II) Aus & < a, a < 6' folgt allemal 

<', 

und diese Beziehung bestebfc dann uuabhangig von dei Wahl der Zahl a 

(III) Die Beziehung b' > 6 

ist lediglioh eine (aus ZweckmUBigkeitegrunden wunsohensworte) andere Schrefb- 
weise der Beziehung 6 < &' 

1) Q-enauer gesagt: emeu Tales dei leellen Zahlen, namlich der sog absoluten 
oder posittven 

2) Dies gilt mobt nur fur Relationen wie 

- 1 < 0, 2 < - 1 (a 12, S. 70, Ungl. (11)), 

Bondern auoh sohon fur. 

< 1 (ft 12, B. 70, Ungl. (11)). 

Denn beteachtet man etwa 1 ale Symbol irgendemer mefibaren GrOBe (z B Strecke, 
ebenen Figur UBW), so eutsprioht dem Zeiohen uberhaupt Jteww dcmtt wrgleMi- 
lare. Die Auffoaeung der Relation < 1 als Grdfanbeeiehung wHie also gerade BO 
widerannig, als ob man sagen wollte Ein Punkt ist Kdreer ale eine gewiaee 
', eine Strecke iet sclvmaler als em gewiBBea Rcchtcck uef 
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2 Die Meuge der reellen Zahlen ist ^inbeyrenzt" in dem folgenden 
Sinne 1 ): es gibt in der Sukzession der reellen Zahlen lievne erste (,,klemste") 
und Tceme lefate (,,grofite"), und es gibt auoh stets eine Zalil (und folglich 
deren unbegr&net viele) zimsctten irgend zwei beliebigen. Sind also a, b 
irgendzwei Zahlen von der Beschaffenheit, dafi a < b, so gibt es stets 
Zahlen a', V, c, derart, daft: 

(4) a'<a<b'<b<c. 

3 Die eben naher beschriebene Unbegr&iMtlwt der Menge der reellen 
Zahlen, d. h. Zahleeichen, schlieBt keineswegs aus, dafi diese letzteren 
dwell Vetewbarung vollkommen fixiert ersohemen Hierzu bedarf es ledig- 
lich emer begreneten Anzahl geordneter FundamentaleeicJien (^Ziffern") 
und sodann ernes Oesetses, nach vrelchem aus diesen duroh Yeibindung 
und Wiederholung, allenfalls mit Hinzunahme gewisser Hilfszeiclien (wie 
des MinusaeicJiens bei den ,,negativen" Zahlen, des BruchstncJies oder 
des Konimas bei den , ; gewdhnliohen" bzw. ; ,Dezimalbrtlchen"), immer 
neue Zeichen zu bilden und der Sufasession der bereits vorhandenen an- 
eureihm bzw einwordnen Bind 

4 Die bei der Definition der Zahlen ausdrttcklich erwUhnten Ver- 
Jenilpfungsregeln (,,Rechnunysreyeln u } )r Recfmwigsoperahonen tr ) beeagen, dafi 
bestimmte, zumeist duroh besondere Zeichen ( )t Bechnwng8eeidien u , ,,0pera- 
tionszeiclien"} kenntlioh gemaohte Verbindungen tswei&r oder mehrerer Zahlen 
duroh eine ewnige eraetzt werden kSnnen; in sobematischer Darstellung: 

(5) U(a,a',a'V-0-^ 

wo li(a } a', a", - ) erne geeignete Verbindung der reellen Zahlen 
(a, a', a", ), b eine reelle Zahl vorstellt 

Im folgenden werden die Verkntlpfiuigsregeln zunftchst fUr eine 
apezielle, zui aiunliohen Eiiahrungswelt in besonders einfacher Beziehung 
stehende Klasse reeller Zahlen (der eog. w natflrlichen' < ) definiert; gewisse, 
naturgemaB hieraus erwaohsende Probleme flihren dann eukzeasive zur 
weiteren Ausgestaltung des Zahlengebietes. 

1) Das Wort f> unbegreneV' wird hler in Exmonglung einer anderen paaienden 
Bezeiohnung in uxnfusenderer Bedeutung gebrauoht, als Bonst in der Zahlenlehre 
dblioh ist und noh spaterhin aussohliftfllioh geaohieht 



Kapitel I 

Die rationalen Zahlen. 

1. Die natftrlichen Zahlen. 

1 Es B6i eine endlose Folge von Zeichen durch folgende Merkmale 
charakterisiert: sie selbst und jede durch Weglasaung von Anfangs- 
gliedern entstehende Teilfolge legvnnt mit emem bestimmten Zeichen 
und Hnn nach bestimmten Regeln u/ribegrenpt fortgesetzt werden, derart 
dafi man imstande ist, zu jed&m einzelnen Zeichen das unmittdbar fol- 
gende und, abgesehen von dem Anfangsgliede, auch das unmiUelbw voran- 
gehende mit eindeutiger Bestimmtheit anzugeben ; daB ferner em bereite vor- 
handenes Zeichen memals wederkehrt und dafi sich stets mit Sicherheit 
feststellen laBt, welches von zwei behebig aus der Folge herausgegriffenen 
Zeichen dem anderen v&rangeht Eine solche Zeichenfolge kdnnte man 
auf prinutivste Art aus einem emeigen FuYidamentalseiclien, etwa |, durch 
sukzessive Wiederholung herstellen, also: 

i. n, in, mi, inn, , 

dooh ware sie wegen ihrer aufierordentlichen Unttbersichtlicbkeit ganz- 
lich unbrauchbar. Man wird also zur Herstellung einer Zeiohenfolge der 
fraglichen Art sich mehrerer Fwdamentale&ichen (in gedachtuismdBig ein- 
gepragter Anordnung) und der durch systematisohe Verbindung und 
Wiederholung daraue 201 bildenden Zeichengrwppen bedienen Es leuchteb 
nnmittelbar em, dafi man auch verMltnismdfiig entfemte Glioder der 
Zeichenfolge urn BO Mr0er und daher auch urn BO ubersicliflichcr zusam- 
mensetzen kann, je mehr emfache Fundamentaleeichen man zur YerfUgung 
hat, dafi aber andererseits mit der Vermehwng der Fundamentalzeiohen 
die Sohwierigkeit der gedaohtnismafiigen Emprdgung dieser Zeichen und 
ihrer Eeihenfolge wachst, somit die ftbersicht in gewissem Sinne auch 
wieder eine Erschwerung erleidet tTber die Zweckmafiigkeit einer be- 
stimmten Wahl entsoheidet schhefilich Erfahrung und Gtewohnung. Ohne 
uns an dieser Stelle auf ErOrterung verschiedener Mtighchkeiten, auf 
hiBtorieche oder psychologische Betraohtungen emzulassen, wollen wir 
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des gedachten Zweokes bei den Volkern abendlandischer Eultur ganz 
allgeznem der sogenannten ardbischen Ziffern und der dekadiachen Schreib- 
weise bedient, und wollen zeigen, wie man mit diesen Hilfsmitteln sich 
wirklich ein Zeichensystem mit den verlangten Eigenschaften verschaffen 
kann, auch wenn man vorlaufig von der ,,additiven" Bedeutung jener ,,de- 
kadischen" Schreibweise 1 ) vollstandig absieht und rein mechanised odei, 
praziser ausgedrdckt, rein Ttomlntiatonsch, dabei zu Weike geht 
2 Als Fimdamentaleeichen dienen die 



1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

und dazu als Hilfsseichen fur die weitere Zeichenbildung noch die Ziffer 4 Q 
Jene ersteren bilden in der angesckriebenen Meili&nfolge die Anfangs- 
gbeder der fraghoben Zeichenfolge, deren einfacheZeiohQn damit erscbopffc 
smd und fur deren Fortsetzung veraittelst sukzessive zu bildender ZifFern- 
Terbmdungen die folgenden Regeln gelten: 

(1) AJle Verbmdungen, welche mit anfcwgen, Bind wegzulassen. 
Im ubngen gilt bei dem noch anzugebenden Verfahren zur Herstellnng 
und Anordnung der zu bildenden Verbmdungen als die medrigste, der 1 
also noch vorangehende Ziffer 

(2) Man bilde jetzt alle mdgkchen (d. b. immer ausschheBhch der 
mit anfangenden) Verbmdungen je einer Ziffer mit jed&r anderen und 
mit sicli selbst und begmne dabei mit derjenigen, welche aus den ntedng- 
stcn Ziffern besteht, also, da 00 und 01 auszuschliefien sind ; mit 10 So 
dann ersetze man die letitte Ziffer durob die ntichst hohere, solange erne 
solche vorhanden ist. Man erhalt auf diese Weise als auf 10 folgend die 
Zahlzeichen 11 bis 19 in der ublichen Anordnung 

(3) Da jetzt erne weitere Erhohung dei letzten Ziffer unmbglich ist, 
so ersetze man die vorangehende durch die nachst hdhere, also 1 durch 2, 
dagegen die letete durob 0. Man erhalt auf diese Weise 20 und sodann 
durch Anwendung des in (2) bescbriebenen Verfabrens die Zahlzeichen 
21 bis 29. 

(4) So fortfahrend gelangt man scbliefilioh zu dem Zahlzeichen 99, 
welches eine weitere Erhfthung der vorbandenen Ziffern nicbt znlafit 
Man mufi daber zur Bildung neuer Zeichenrerbindungen eine weitere 
Ziffer zu Hilfe nebmen und begmnt im AnschluB an das bisher beobacb- 
tete Verfahren mit der medrigsten Uberbaupt zulassigen Verbmdung der 
entspreohenden Art, also mit 100. Indem man sodann auf die letfte bzw 
auf die leiden leteten Stellen das analoge Verfahren wie bisher auwende^ 
gelangt man sukzessire zu dem Zahlzeichen 199, aus welchem, immer 



1) Davon wird bei epaterer Gelecrenheit noch di* T)rlA n^n a A IK /a 



Q Abschmtt I Kap I Die rationalen Zablen Kr 3. 

wieder nach dem gleichen Prinzip, das Zahlzeichen 200 als das uuchst- 
folgende hervorgeht. 

Es 1st Mar, daB aicli dieses Verfahren zur Erzengung immer neuer, 
in einer gams oestmmten Ordnung anffcretender Zahlzeiohen uribeffrentt 
fortsetzen laBt Man findet zn jedem emzelnen dieser Zahlzeichen das un- 
mtftelbar folgende, indem man die letete (d. L am rechten Ende stehende) 
Ziffer durch die nachst hohere ersetzt, was nur dann unmoghoh win), 
wenn diese letzie Ziffer 9 ist. In diesem Falle erhohe man die vorletzte, 
oder wenn auch diese bzw. noch eme oder mehrere sich unrmttelbar an- 
schheBende die 9 sein sollten, die (sc bei Zahlung von rechts nach links > 
erste von 9 verschiedene Ziffer und ersetze zugleich jede vorangeganffene 9 
durch 0; oder aber, wenn atte Stelleu mit 9 besetzt smd, so Ittge man 
am linken Ende eine 1 hmzn und besetze alle iibnge Stelleu mit 0. 

3. Um festzustellen, daB in der soeben beschriebenen, unbegrenzfc 
fortsetzbaren Zeichenreihe kein Zeichen imederkehren kann ; bemerke man 
zunachst, daB dureh jedes einzelne Zeichen nioht nur, wie ebeii gezeigt, 
daa unnuttelbar folgende, sondern auch, wie zn Anfeng dieses Para- 
graphen ausdrflckhch verlangt wurde, das unmittelbar voranffehende 
volhg eindeubg leshmmt ist, ausfiihrhcher gesagt, daB man zu jedem 
jener Polge willkfirhch entnommenen Zeichen (selbatverstandlioh auBer 1) 
das nnmittelbar vorcmgehende durch Umkehrung des eindeutig deflnierten 
Erzeugungsprozesses sofort JwrsteUen kann: man hat nur die letete Ziffer 
durch die nachst medrigere zu ersetzen; sollte aber die letzte Ziffer und 
eventuell auch noch eine oder mehrere unmittelbar vorangehende sein, 
so hat man die (bei Zahlung von rechts nach links) erste von verscSiie- 
dene Ziffer durch die nachst niedngere, jede vorangegangene durch 9 
zu ersetzen; nur wenn die Ziffern mit Ausnahme der ersten 0, die erste 
aber 1 ist, so hat man diese wegzulassen uud alle tlbngen Stellen mit 9 
zu besetzen. Man kann hiernach aus jedem beliebig herausgegriffenen 
Zeichen durch RucWdwg auch die gesamte Folge der vorhergehenden 
bis zum Anfangsghede 1 ableiten 

Angenommen nun, irgendem Zeichen, das a genannt werden mge, 
kame an enier spateren SteUe der Folge, wo wir es 6 nennen wollen 1 ), 
nochmals yor Alsdann mflfite nach dem eben gesagten anoh das dem a 
unmittelbar vorangehende Zeichen mit demjenigen, welches unmittelbar 
dem 6 vorangeht, also wiederum mit emem sphter rorkommenden Zeichen 
fiberemstimmen Und duroh Portsetzung dieser SchluBweise wttrde sich 
sohheBlich ergeben, daB anch das Zeichen 1 an einer spateren SteUe der 

WClUed * auf die Versohie- 



b betaeff ^e Zeichen rorkonunt. Ala blofle 

betraohtet >md a und 6 al. yfilhg identisoh 



Nr 4 6 1 Die natflihchen Zahlen 7 

Zeichenfolge noclimals voikommen mflfite, was doch auf Q-iuud ihies 
Bildungsgesetzes ausgeschlossen erschemt 

4 Es bleibt noch zu zeigen, dafi die gegenseitige Stellung zweier 
beliebig aus der Folge herausgegriffener Zeichen, die wir wieder mit a 
und b bezeiohnen wollen, durch Vergletchtmg dieser Zeichen stets mit 
Sicherheit erkannt werden kann Man schreibe die einzelnen Ziffern des 
emen Zeichens, von links begmnend, genau unter die entspreehenden des 
anderen, anders ausgesprochen, man ordne jeder Ziffer des emen Zeichens, 
von links beginneud und der Reihe nach fortschreitend, eine Ziffer des 
anderen zu Dabei sind zwei verschiedene Falle moglioh Im ersten, dem 
offenbar attgemeineren, werden bei dieser gegenseitigen paarweisen Zu- 
oidnung die Ziffern des emen Zeichens sohon erschopft sein, wahrend 
von denen des andeien, z. B von 6, noch em Uberscfwfi vorhanden ist 
Dann nimmt offenbar b in der Zeichenfolge emen spateren Platz ein, als a 
Denn da bei dei sukzessiven Herstellung der Zeichen wohl Ziffern hmm- 
gefugt, dagegen bereits vorhandene memals schlechthm weggelassen, son- 
dern nur durch andere ersetet werden, so folgt, dafi 6 nur eizeugt werden 
konnte, nachdem a sohon vorhanden war Tn dem eweiten (dem speziel- 
leren) Falle werden die Ziffern von a und b paarweise gegeneinander 
aufgehen Vergleicht man dann, von links anfangend, die Ziffern von a 
und b, so konnen diese keinesfalls durchweg paarweise ubereinstimmeu, 
da ja, wie m Nr 3 gezeigt wurde, 6 nicht mit a identisch sem kann Bs 
mufi also erne erste Stelle geben, an der das erne Zeichen, z. B. wieder I, 
eme Mhere Ziffer aufweist, als das andeie Dann geht aber wiederum 
aus dem Erzeugungsgesetz der betraohteten Zeichenfolge unzweideutig 
hervor, dafi b dabei spater zum Yorschem kommt als a t also in der ge- 
ordneteti Zeichenfolge einen spateren Platz emnimmt. 

5 Das vorstehend beschriebene Zeickensystem bezeichneu wir als die 
geordnete Folge der naturlichen ZaMen, jedes einedne dieser Zeichen als 
naturliche ZdhH. Damit soil aber nicht etwa gesagt sein, dafi nw diese 
Zeichen als natttrliohe Zahlen anzusehen sind. Andere Zeiten, andere 
Ydlker benutzten und benfitzen andeie Zeichen als natttrliche Zahlen, wir 
selbst bedienen uns gelegenthch rotmscher Ziffern, und die Ausbildung 
unserer Arithmetik liefert sogar, wie sich im Verlaufe unserer Unter- 
suchungen noch im einzelnen zeigen wird, fttr jede naturliche Zahl unbe- 
grenet viele Zeichen 1 ) zur Anwendung fur besondere Zwecke oder in einem 
bestimmten Zusammenhange Allen diesen Moghchkeiten gegenuber 

1) Z B. uneigentliohe Briiohe (B. 8, S 41), dyadiaohe Zablen bz\v. Zahlen 
anderer, nach dem Muster der dekadiachen gebildeter Syeteme (a. g 15, 8. 96), 
reinpenodische Dezimalbrache mit der Penode 9 oder dyadiaohe Brtiche mit der 
Penode 1 (s 20, 8 120) uaf 
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bildet das obige Zeichensystem gewissermaBen eino Aanomst'hc Fotm 
fur die Folge der natflrlichen Zahlen, welche zeigt, daB wir in dor Tut 
imstande sind, mit verhaltnismaBig sehr germgen Hilfsmitteln (nitmlich 
gedachtnismaBiger Einpragung der Ziifern ; 1, 2, -, 9 nacli Form imd 
Reihenfolge nebst Beherrschung der wemgen mNr. 2 angegebenen Regoln) 
ein aufierst ttbersiohthches Zeiohensystem von der zu Anfang dieses i'.uu- 
graphen bezeichneten Beschaffenheit berzustellen. 

Im AnschluB an diese Betrachtungen erscbemt also die natwlichc 
ZaU als em Ordnungs- oder Stelleneewlien d h. als em Zeiclien, dcin in 
emer geordneten Folge analoger Zeiohen eine bestimmte RtcllG /.ukommt 
und das daher als Eenneeicfien fiir diese bestimmte Stello (alb ^Platts- 
nummer") dienen kann. Das m Frage kommendo Stellenzoichen tritt 
uamhch. auf als letetes ernes gewissen Abscbnittes jener geordneten Folge, 
welcher auf Grand bestebender Vorschnffcen eindeutig bestwimt 1st, d. h 
Glied fur G-lied hergestdU werden kann 

Die geordnete Folge der natwrlicken Zahlen beginnt mifc einein be- 
stimmten ersten Ghede, sie besitzt aber "k&in letetes Glied, sondern it tm- 
'begrewst fortsetebw. 

6. Zur Darstellung dttgemeiner Bezienungen zwiscben lelieliyen nu- 
turlioben Zahlen Bind die bisher betrachteten speeielkn Zablzeiohen un- 
tauglich Wir benntzen m diesem Falle als Zablzeiobon irgendwelohe 
Buchstaben und zwar bis auf weiteres Heine latemische Buchstaben in drr 
Weise, dafi em soloher Buobstabe, z B. a, jede leliebige natttrlicbe /ohl 
(also jedes beliebige der Zeichen 1, 2, 8, - in inf.) yorstellen kann, je- 
doch innerhalb eines abgescblossenen Zusammennanges steta ein und die- 
selbe ZahL 

Werden dann zwei im ttbrigen ganz behebig zu denkende Zahlen 
a und b der Bedingung unterworfen, dafi m der geordneten Zahlenfoltfe 
a dem b wrcmgehen soil, also b dem a nachfolgt, so scbreiben wir: 

a < b bzw b > a, 

in Worten: a ist vor b, bzw. b iet nach a; oder auoh: a ist die frttltere r 
b die spatere Zahl. 

AUB den Yoraussetzungen 

a < b, b<c bzw. c > b, b>a 
folgt dann ohne weiteres: 

a < o bzw. o > a. 

Besteht in irgendeinem Zusammenhange die zweifaohe Mtfglichkeit, 
dafl entweder a und & dieselbe Zahl vorsteUeu oder a ine dem & voran- 
gehende, so schreiben wir, urn dies zum Ausdruck zu bringen: 

a. <T "h \\var 7i "^ n 
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2 Addition natiirlicher Zahlen. 

1 Es sei a eine behebige (natftrliche) Zahl. Dann soil die auf a 
unmittelbar folgende duroh die Zeichen verbmdung a + 1 (in Worten: 
a jpZws eins) dargestellt weiden Es ist also a -\- 1 em neucs Zeichen fttr 
eme in der Folge der natiirlichen Zablen lereits vorhfmdene Zahl Ersetzt 
man m dieser Aussage die willktirlich zu denkeude Zahl a der Reihe 
nacb durch die speziellen Zahlen 1, 2, 3 usf , so bestehen demnach die 

Gleicliungen: 

1 + 1-2, 2 + 1 = 3, 3 + 1 - 4 usf 

Es erschemt zunachst tmmSglich, die allg&meine Form dieser Glei- 
chungen m der Weise anzuschreiben, dafi man fur jene spetnellen Zahlen 
1, 2, 3 7 - wieder die n allgemeine u } d h. willktirlich anzunehmende Zahl a 
emfuhrt, aus dem emfaohen Grunde, weil ja das Zeichen fttr die auf a 
folgende Zahl erst feststeht, sobald wir fur a irgendeme bestimmte spemelle 
Zahl wahlen Wenn wir indessen feetsetzen, dafi fur den augenbhckhch 
voihegenden Zvreck die auf a immittelbar folgende Zahl auslulfsweise 
mit a bezeichnet werden mdge, so konnen wir die obigen spesiellen und 
die analoyen Gleichungen in die eme cHlgemeine zusammenfassen: 

(A) a + 1 - a, 

welche dann die allgemeine Definition der Zeiohenverbmdung a + 1 ent- 

kalt, namhch 

a + 1 ist ein neues Zeichen fiir die auf a folgende, also fQr eme 
Yollig bestimmte, in der natttrhchen Zahlenreihe wrklich vor- 
handene Zahl 
Wir rerallgememern nun diese Definition zunaohst dahin, dafi wir 

setzen 

a + 2=3 + 1, 

oder auch, mdem wir statt a das durch Formel (A) bereits deikiierte 
Zeichen a + 1 einfuhren: 



Dabei sollen die Klammern, in welohe wir a + 1 gesetzt haben, lediglich. 
dazu dienen, urn das aus den Zeichen a, + und 1 ssusaminengesetmte 
Symbol als Zeichen ftir eine ganz bestimmte Zahl kenntlich zu machen 
und yon dem noch folgenden + 1 deuthch en scheiden. 
In analoger Weise defimeren wir welter: 

a+3- ( a + 2) + l 

und schliefilich attgemem, wenn n eine behebige Zahl bedeutet: 
(B) a 
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Durch diese ,,Bdursionsformel l< in Verbmdung mit der }) Anfangs- 
glewnung" (A) ist offenbai dns Zeichen a + b fur jedes beliebige a und 
jedes b > 1 vollstandig defiwert Bezeichnet man namlich fur den Augen- 
blick nut b diejemge Zahl, welche der Zahl b in der Zahlenreihe un- 
mittelbar vorangeht, sodafi also: b -f 1 b, so hat man m Gl (B) nur 
der Reihe nach durch 1, 2, , b za ersetzen, uin sukzessive fttr a + 2, 
a -f- 3, , a -J- & mit Benutzung yon GU. (A) je erne bestimmte Zahl 
der nattLrhchen Zahlenreihe zu erhalten 

2 Die in der Herstellung der Zahl a + b bestehende ,,Rechnungs- 
operation" wird als ^l^ftow oder /Sawiwa^ow der Zahlen a und & be- 
zeiohnet; die durch das Symbol a + 6 dargestellte, in der Zahlenreihe 
sicher Torhandene und emdeutig bestimmte Zahl heifit die Summe der 
beiden jSwwwflwdeM a und & Maa bemerke, daB bei der oben gegebeneu 
Definition von a + & die beiden Swnmanden a und 6 eine weaenthoh ver- 
schtedene Rolle spielen, welche durch ihre SteUung mnerhalb der Verbiu- 
dung a + & deuthch gekennzeichnet ist von dem ersten Summanden a 
ausgehend bildet man zunachst a + l, sodann auf Grund der Formel (B): 
a + 2 (a + 1) -f- 1 usf. bis a -f- & Es erschemt nun wesentlioh nach- 
zuweisen, daB m Wahrheit a + 1 von der Stdbwg der Summanden wn- 
dbhangig ist, d. h daB die Zeichenverbmdung b + a dteselbe Zahl roratellt, 
wie a + 6 Urn dies feststellen zu kbnnen, bedtirfen wir zuvor einer Ver- 
allgememerung der Grundformel (B), welche man als das Atisoeiations- 
gesete der Addition zu bezeichnen pflegt, namlich: 

Lehrsatz I Die Addition ist assoeiativ, d h. man hat: 



Beweis Die behauptete Beziehung (I) ist oFenbar nchtig fttr c- 1, 
da sie in diesem Falle mit der Grundformel (B) zusammenfallt, sobald 
man die dort mit n bezeichnete Zahl durch b ersetzt 

Angenommen nun, Gl (I) gelte bei MMbigm a, b ftr irgendeme 
spewtte Zahl c - c' (wie dies nach dem eben gesagten fur c - 1 tatsach- 
lich der Fall ist), sodaB also: 



so besteht auoh noch Gleichheii^ wenn man fttr a + (b + c') und (a + 6) + c' 
die ndchstfolgende Zahl substituiert, d. h. man hat: 
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Durch nochmahge Anwendung von Gl (B) eigibt sich sodann: 



und daher schliefilich: 

a + (6 + (c' + l)) - (a + 6) + (c' + 1), 

in Worten: Gilt GH. (I) ftir em bestimmtes c = c r , so gilt sie auch iioch 
ftir die ndchstfolgende Zabl c = c r + 1 Da abei, wie bemerkt, Gl (I) fUr 
c 1 stattfindet, so gilt sie auf Grund des eben gefundenen Besnltates 
zunachst auch ftir c => 2, infolgedessen auch ftir c = 3 usf , d h schliefi- 
lich fttr jedes c. 1 ) 

3. Nunmehr smd wir imstande, auch das oben bereits angekttndigte 
sogenannte Kommutationsgesetz der Addition, zu beweisen, nainlich: 

Lehrsatz II Die Addition ist kommutativ, d. 7i. wan hat: 
(II) a + 6 - 6 + a. 

Be weis. Wir beweisen die Richtigkeit der Gl. (IE) zunachst ftir den 
speziellen Fall 7; 1, d h. wir zeigen, dafi fibc yedes behebige a: 
(II') a + l-l + a. 

Man erkennt zunachst, dafi diese letztere Gleichung jedeufalls fur 
den speziellen Fall a 1 rwhtig ist, da in diesem Falle beide Seiten die 
identische Form 1 + 1 annehmen Angenommen nun, sie gelte tlbeihaupt 
fur irgendeine spestielle Zahl a = a', sodafi also- 

a' -f 1-1 + o', 
so folgt zunachst wiedernm, dafi auch 

(a f + l) + l-(l + a') + l 

sein mufi, und ; weun man auf die rechte Seite dieser Gleichung die 
Grundformel (B) (rtickwarts gelesen) anwendet. 

(a' + l) + l-l + (flT+l), 

in Worten: Gilt Gl. (II') fttr a a', so gilt sie auch noch fur die ndchst- 
folgende Zahl a a' + 1. Da sie aber, wie bemerkt, fur a 1 Geltuug 
hat, so gilt sie schliefllich wiederum fUr jedes a Anders ausgesprochen: 
Die Gtiltigkeit von Gl. (II) ist hiernach zunachst bewiesen fttr jedes le- 
licbige a und die speaielle Zahl & 1. 

Wird nun wiederum angenommen, die Gl, (II) gelte bei leliebig&n a 
ftir irgendeine spetnelle Zahl & &', sodafi also : 



1) Das floeben bentitzte und auch im folgenden beat&ndig wiederkehrende 
Beweiaveifahren wird ala ,,vo7kWtodt#e Induktion" oder auoh ala ,,Sc}>lft von 
aw/ 1 (n + 1)" beieeichnet (wobei aleo im Text c' die Rolle der generell mit be- 
zejohneten Zahl apielt). 
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BO hat man zunachst such: 

(a + V) + l-(&' + o)+l 
und daher mit Benutzung des speziellen Kommutationsgesetzes (HO- 



Wendet man auf die linke Seite dieser Gleichung die (rflckwarta gelesei*^/ 
Grundformel (B), auf die rechte das allgememe Assoziationsgesetz (I) 
so folgt: 



and schkeBlich durch Anwendung von (II') auf (1 -f 
a + (&'+!) -(&'+!} -ha. 

Darnaoh gilt wiederum die fragliche 01 (TI) fQx & &'+ 1, eobald i 
Eichtagkeit ffir & &' feststeht Und da das letztere fttr & 1 tatsSclx- 
hch der Fall 1st, BO 1st damit ihre Allgemeingfiltigkeit bewiesen 

4 Neben den fQr die Addition naturlicker Zahlen fundamentalexx 
Gfleichwngw (I) und (H) bestehen fttr eie noch die folgenden charakt;- 
ristisdien Ungleichungen: 

(IE) a 4- & > a, 

(IV) a + 6 > a' + &, wenn a > a'. 

Beweis zn (III) Angenommen, UngL (HI) gelte filr irgendeirxe 
spezielle Zahl I = V, sodaB also: 

a + &' > a, 

so folgt a fortwri 

(a + 6') + 1 > a 

und duroh Anwendung von Gl (I) auf die Ztnfe Seite 



d. h TJngl (HI) gilt, wenn sie fflr & = V nchtig 1st, auch fttr die 
folgende Zahl & 6' -f- 1 und somit fttr jede folgende Da sie aber 
Grand der Definition von a -j- 1 sicher fttr 6 1 besteht, so gilt ale 
schlieJBlich fttr jedes b. 

Beweis zu (TV). Angenommen, Ungl. (IV) gelte wiederum 
&=- &', eodafi also: 

a + &' > a'+ V (wenn: a > aO, 
BO folgt zunSchst: 

also: 

und Bodann durch Anwendung von Gl (I): 
a + (&'+!) >*'+(&' 
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d. h. die fragliche Ungleichung gilt dann schliefilich fur jede Zahl > &'. 
Da aber aus der Voraussetzung a > a' folgt: a ^ a' + 1 und daher. 
Q + 1 > a' -\- 1, so gilt sie zunachst fttr 6 1 und sennit allgemein. 

Als Zusatz zu (IV) bemerke man nooh, dafi (IV) auoh folgender- 
mafien geschneben werden kann: 

a'+6<a + 6, wenn: a'<a, 
oder wenn man a und a' mitemander vertauscht: 

(V) fl + Z < a' + 6, wenn: a < a'. 

Da man aufierdem, genau wie die Ungleichwg (IV), durch vollstandige 
Induktion auch die G-letchung herleiten kann 1 ): 

(VI) a + Z> => a' + & ; wenn a a', 

so erkennt man, dafl die Beziehungen (IV), (V), (VI) auch umfaihrbwr 
sind, d h. aus: 



> a' + 1) folgt allemal, dafi: a > a', 
<a'+& a<a', 



a. 



(IVa) 

(Va) a + 

(Vla) 

Schliefikoh ergibt sich durch Anwendung des Kommutationsgesetzes, dafi 

nach Analogie von (IV), (V), (VT): 

(IVb) a + &>8 + &'; wenn: 6 > &', und umgekehrt, 

(Vb) a -h & < a + 5', 6 < 6', 

ATTTl \ I T I T,^ IV 

(VIb) a + 6 a + o, 6-o, 

und durch kombmierte Anwendung von (IV), (IVb) oder (VI), (IVb) 
bzw (TV), (VIb): 

wenn: a )> a', & > 6', 
oder: a>a', &^&'. 
Man bemerke, dafi die Formeln (III) (VI) 1 ), welohe die filteren 



1) In Wahrheit folgt dieaelbe sohon arm der Bedeuttmg der Beziehung a a' 
und der JBin4eM^ft* der Addition. Da namlioh naoh Gl. (1) der Einleitnng die 
Voranasetzung a a' niohta anderea bedentet ala: a' iit lediglioh 'n andercs 
Zndhen f&r a, so folgt, dafi auch a + & a' + 6 

2) In Worteni 

Eine Summe ist grOfler als jeder der Summanden 
Gleiohes zu Ungleiohem addiert gibt TTngleiohes. 
Gleiohea zu Gleichem addiert gibt Gleiohes 
Ungleiohea zu Gleiohem addiert gibt TTngleiohea 
Der gleichfallfl aonat als Axiom auftretende Batz: 

,,Sind sswei Grtiflen einer dritten gleioh, so aind aie untereinander 
gleioh 11 
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Anthmetiker, ebenso wie auch die GUeichungen (I), (IT), als Asnome an 
die Spitze ihrer Betrachtungen zu stellen pflegten, bei der hier ge- 
gebenen Darstellung sioli als "bewetsbwe Folgerungen unmittelbar aus 
den De/?WH5w5gleichungen (A), (B) der Addition ergeben haben 

5. Urn den Begrrff der Additwn zu erweitern, definieren wir zuuachst 
die Swnme a -f & + c duroh die Formel: 

(1) a-f-ft-f-c (a + Z>) + c 

Da hiernach a -f & + c eine eindeutig bestunmte, in der Zahlenreihe 
sioher vorhaudeiie ZaM bedeutet, so konnen wir -welter definieren: 

(2) a + & + c-M=-(a + &-f-c) + <? usf 

Nach dieser D&fimtim, erschemt jede eolclie Summe zonachst abhangig 
von der Keihenfolge der Summanden und anoh yon der Anordnwg der 
sukzessive voizunehmenden Addifoonen Wir wollen nun zeigen ; dafl dies 
tatsachlioh mcht der Fall let, und fQhren zunachst den betreffenden Be- 
weis fQr eine Summe von der Form a + 6 + c 
Da nach Definitionsgleiohung (!) 

a -1-fc + e= (a-j-fe) + c, 
so folgt zunachst duroh Anwendung des Assoziationsgesetzes (I), dafi auch: 

a + & + c a + (6 + c), 

in Worten- Eine Summe von der Form a + b -f c ist bei Festhaltung 
der gegebenen Anordnung der Summanden uribeschrankt asso0iaMv. 

Man findet dann weiter aus der ersten dieser Gleiohungen durck An- 
wendung des Kommutationsgesetzes (II) 



und ebenso aus der zweiten Gleiohung: 



in Worten Die Summe a + & + c bleibt ungeandert, -vvenn man den ersten 
und tiweikn oder den sweiten und dritien Summanden vertauscht. Wendet 
man die swede dieser Operationen auf 6 + a + c an, sodann die ersfe auf 
a + c + 6, uud auf das Resnltat auch die eweite, so folgt schliefilich: 

(3 1 ) aJ-J + 

w 



ereohemt tei seiner Obertragnng auf natUrlicJie Zahlen in der luer gegebenen Be- 
deutung ebenso wenig ala ein Axiom, eondern ledighoh als erne aos der De/?tton 
der Benehnngen 

(1) & = a , (2) c a 

resultierende Folgerung Denn each (1) darf man & dozoh a, sodann naoh (2) 
a dnrch c trseteen somit ersobeint schlieflhcb. c als JSjeate fQr & and man hat daher: 

6 c. 
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Da es aufier a + & + c und a + c + & keinen weiteren mit a anfangend&n r 
aus a, &, c gebildeten Summenansdnick gibt, und da das Analoge bezflg- 
lich der mit & oder c beginnenden Ausdrttcke gilt ; so sind in (3) dUe 
mdghchen Ausdrticke dieser Art erschopft Und da andererseits, auf 
Grand des zuerst gefundenen Resultats jeder derselben unbeschrankt 
assoBiativ 1st, so folgt: 

Die Summe a + & -f c wt uribeschranlct kommutafav und assoeiativ. 

6 Es handelt sich nun weiter darum, dieses Besoltat auf }) beltebigef l 
Snmmen zu iibertragen Hier enteteht zunachst die Frage: Welcher Um- 
fang kommt in diesern Zusammenhange dem Beiworte }) beliebig" zn? In 
gewissem Sinne smd ja schon die znletzt betrachteten Summen. von der 
Form a + 6 + c beliebig, insofern jeder der Summanden eine ganz &#- 
liebige natflrhche Zail sein kann AUem diese auf die etwaige AuswaKL 
der Summanden bezttgliche Art von Willktirliohkeit kommt offenbar nioht 
mehr in Frage, da ja dei oben fttr Summen von der Form a + 6 + c ge- 
ftihrte Beweis dieser Auswahl kemerlei Beschrknkungen auferlegt. Da- 
gegen erstreckt sioh jener Beweis noch nicht auf Summen ; wie sie durch 
GH (2) defimert sind, d h. auf solche von der Form a + 6 + c + d, die 
also emen Summanden mehr enthalten, wie diejenigen von der Form 
a -f- & + c. Und da man dieses Hinzufttgen ernes weiteren Summanden be- 
s tan dig wiederholen kann, so folgt, dafi man. unter den zuvor schlecbthin 
ale beliebig bezeichneten Summen solohe zu verstehen hat, die aus letiebig 
melen Swmmandcn zusammengesetzt sind Das etwa vornandene unter- 
acheidende Merkmal solcher Summen besteht also in der verscniedenen 
, } Anjsahl" ihrer Summanden: es wird daher, um die notige JDarheit zu ge- 
wmnen, vor allem erforderhch sein festzustellen, in welcher Beziekung 
dieser aus der Praxis jedermann gelaufige und im AnschluB an die histo- 
rische Entwicklung mit Vorliebe geradezu zur Definition der naturliohen 
Zahlen benutzte Begriff zu unserer Definition der natdrlichen Zahlen steht. 

3. Nattirliche Zahlen als Anzahlbezeichnungen. Addition 
einer bellebigen Anzahl natlirlicber Zahlen. 

1. Es eel n > 1 eine beliebige natttrliohe Zahl. Duroh die eine ZaU n 
iat alsdann, wie in '2 auseinandergesetzt wurde, die gesamte Folge der 
Zahlen 1, 2, , n vSllig eindeutig bestimmt. 

Es sei ferner eine Menge irgendweloher , ; Dtn^e" gegeben Welcher 
Aft diese Dinge sind, kommt nioht weiter in Betraoht. Wesentlich 1st 
nur, daB jedes einzelne Ding von den ubrigen sichitich gekrenwt ist, dafi 
ferner im Laufe der anzustellenden Betrachtungen niemals mehrere Dingo 
in ein etneiges verschmelzen oder dnrch ZerfaUen eines eineelnen ent-- 
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stehen konnen Jedes einzelne dieser Dinge soil im folgenden als em 
Element der Menge bezeichuet werden. Dies vorausgeschickt, beweisen 
wir zunaohst den folgenden Satz: 

Wenn die samtlwhen Elements emer Menge in vrgendeiner 
willfairl'ich gewaJdten Reihenfolge den ZdMen 1, 2, ,n stch so 
guordnen lassen, daft jedem Elemente erne dieser ZaJden entspricht 
und umgekehrt, so gestattet jede Jteihenfolge der Elemente die 
gleiche Art der Zuordnung, soda ft also insbesondere mmer die- 
sell e Zafd n als letete hterbei stum Vorschem Jaommt 

Beweis. Wir betrachten zunaohst den Fall, daB auch die Elemente 
der Menge ans den Zahlzeichen 1, 2, , n bestehen, daB also in der fol- 
genden Betraohtung diese Zahlzeichen in zweifacher Eigenschaffc anf- 
treten: einmal, wie eben festgesetzt, als Elemente der vorgelegten Menge, 
das andere Mai als ZaUen (d h SteLLenzeichen, Platznummern), denen 
jene Elemente zugeordnet werden. Es 1st dann nnmittelbar ersicht- 

lich, daB 

den Zahlen (Pktzmimmern): 1, 2, 3, , | 

die Mengenelemente: 1,2,3, ,/ 

nmkehrbar eindeutig entsprechen, wenn man auch den letzteren die ftir 
die natttrhchen Zahlen geltende Reihenfolge gibt 

Die Herstellung einer behebigen anderen gegenseitigen Zuordnung 
der beiden Gruppen yon Zahlzeichen kann man sich dann zweokmaBig 
durch den folgenden Yorgang verdeutlichen Man denke sich die in der 
zweiten Zeile yon (I) angeschriebenen Mengenelemente zunaohst entfernt, 
beliebig durcheinander gemischt und sodann wieder, mit dem ersten 
Platze begmnend und kemen Platz ubergehend, auf die einzelnen Platze 
yerteilt (d h auf jeden Platz je ein Element). An die Stelle des Sche- 
maa (I) tritt aladann eins yon folgender Form: 

Platznummern: 1, 2, 3, 
Mengenelem ente : 

wenn wir mit a, &, c, eine beliebige Uinordnung oder, wie man zu 
sagen pflegt, Permutation der Elemente 1, 2, 3, ,n bezeichnen. 1 ) Wir 
haben dabei absichtlich der Folge der Elemente a, b, o, kern leteies 
GUied gegeben, da wir zunachst noch garnicht einmal wissen, ob ein 
solohes letztes Ghed ezistiert, ebensowenig, falls es existiert, welohe 
Platznummer ihm zukommt: wir wollen ja gerade erst beweisen, daB ein 



L: 1, 2, 3, - -, n 1 

ite: a, I, c, - \ ^ }> 



1} Dabei Bind also a, Z>, c, BUT Aushtifaeetchen fOr die umgeordneten 
.Zeiohen 1, 2, 8, , n. 
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solches letetes GUied und zwar mit der Platznummer n vorhanden ist. Um 
dies zu erreichen, gehen wir zunaohst darauf aus, die Folge der Elemente 
a, bj c, durch passende Umstellung wieder in die urspriingkche An- 
ordntuag zu bringen Ist das erste Element a nur ein anderes Zeichen 
ftir 1, so ist ftir den Platz 1 das gewunschte Ziel schon erreioht. Wenn 
mcht, so mufi das Element 1 an irgendemer Stelle der Folge b, c, 
erscheinen Alsdann vertausche man dieses Element 1 mit dem Ele- 
ment a, sodafi also nunmehr das Element 1 den Platz 1 einnimmt, wah- 
rend der zuYor von dem Element 1 emgenommene Platz nunmehr mit 
dem Element a besetzt ist Durch. das gleiche Verfahren konnen WIT jetzt 
das Element 2 (falls es nicht schon ohnehin den Platz 2 emnehmen sollte) 
an den Platz 2 hrmgen So fortfahrend gelangt man schheBhch dazu ; 
auch jedem der ilhrigen Elemente 3, , n den mit der entsprechenden 
Nummer versehenen Platz zuzuteilen. Bei jeder der sohliefilioh zu diesem 
Endresultat ftihrenden Operation en wechseln unmer nur irgendzwei Ele- 
mente der Permutationsfolge a, b, c, - ihre Platze, es wird niemals em 
von irgendemem diesei Elemente hesetzter Platz leer, ebensowenig wird 
irgendein anfanghch unbesetzter Platz neu besetet. Somit nehmen schliefi- 
lich die wieder in der Anordnung 1, 2 7 3, , n erschemenden Elemente 
genau dieselben Platze em, wie die mit a, 6, c, bezeichneten der per- 
mutierten Menge, und daraus folgt umgekehrt, dafi diese letzteren genau 
die mit den Nummern 1, 2, 3, , n versehenen Platze eingenommen 
haben miissen Das Ergebnis dieser Betraohtung wollen wir auedriicklich 
in den folgenden far die ansohhefienden Betraohtungen fundamentdlen 
Sate zusammenfassen: 

Die Elemente jeder Permutation der Zahlen 1, 2, 3, , n 

lassen sich in der gegebenen JReihenfolge Glied fur G-lied den 

Zahlen 1, 2 ? 3 ; - , n euordnen 

Jetzt sei eine Menge beliebiger Elemente gegeben und es werde an- 
genommen, dafi diese letzteren in irgendemer speziellen Reihenfolge den 
Zahlen 1, 2, -,n restlos zugeordnet werden konnen (sodafi also jedes 
Element nut einer bestimmten jener Zahlen und umgekehrt jede Zahl 
mit einem bestimmten Element gepaart ersohemt). Man kann sich diese 
Zuordnung etwa in der Weise ausgefahrt denken, dafi jedes Element mit 
der ihm auf Gbund der fragliohen Zuordnung zukommenden Nummer 
versehen wird. Duroh diese Numerierung sind dann die Elemente in eine 
bestimmte Keihenfolge gebraoht, es gibt em 1*", 2 tol , - , n* 48 Element 
Alle mdghchen Zuordnungen der Zahlen 1, 2, , n zu den gegebenen 
Elementen konnen dann offenbar daduroh zustande gebraoht werden, dafi 
man den einzelnen Elementen m der oben bezeiohneten Beihenfolge suk- 
zessive alle moglichen Permutatwnen der Zahlen 1, 2, , zuordnet 
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Das lauft aber schheBlich aaf dasselbe hinans, wie wenn man jede be- 
liebige dieser Permutationen wieder den Zahlen 1, 2, , n zuzuordnen 
hat, und da dies, wie oben bewiesen, in jedem Falle ausftlhrbar ist, so 
ergibt sich in der Tat schliefilich die Eiohtigkeit der ausgesprochenen 
Behauptung, dafi die Mdglichkeifc, die Elemente der Menge den Zahlen 
1, 2, , n umkehrbar emdeutig zuzuordnen, fflr jede Anordnung der 
Elemente besteht, falls sie bei irgendeiner spegteUen Anordnung vor- 
handen ist. 

2 Auf Grund des eben gefundenen Ergebmsses konnen wir jetszt die 
folgende Defimtwn einftthren: 

Definition I Lassen sich die Elemente einer Menge in wgendeiner 
Anordnung umkehrbar eindeuhg den Zdfden 1, 2, , n euordnen, 
so heifit n, also die let ate bei dieser Zuordnung verwendefa ZcM, 
die AnzaJil der Elemente. Man sagt auch. der betreffenden Menge 
komme die An#ahl n zu oder sie besitze die Anzahl n oder sie 
bestehe aus n Elementen. 

In diesem Zusammenhangg wird auch ein emgelnes Element als Menge 
von der AneaU 1 bezeiohnet. 

DaB die AneaU einer Menge, der anf Grand der obigen Definition 
liherhanpt eme solche zukommt, erne vollig ewdeuhg "beshmmte Zdhl ist, 
folgt aus der zuvor bewiesenen Tatsaohe ; dafi eine Menge, deren Elemente 
bei irgendeiner spesieUen Anordnung den Zahlen 1, 2, ,n umkehrbar em- 
deutig zugeordnet werden konnen, die gleiche Eigenschaft beijeder Anord- 
nung besitzt Die Aneahl einer Menge der betrachteten Art ist also ein Merkr 
mat oder Kennsseichen, welches der Menge als solcher, d. h. nur als Zusatnr 
menfassung von Elementen, ohne Rilcksicht anf deren Aoordnung zukommt. 
Bei dem yon uns befolgten Q-ange ersohemen also die natiirlichen 
Zahlen, wie in 1 des naheren auseinandergesetzt wurde, zunaohst als 
blofie Ordnwgseeichen, in welchem Zusammenhange man sie ja auoh aus- 
drflcklich als )} 0rdwal0ahlen" zu bezeichnen pflegt, und erst eine be- 
stimmte Art von Anwendung macht sie zu AntsahTbegeichnungen, also zu 
)t Kardinaleahlen {C Es durfte kaum bestritten werden, dafi dieser Gang 
mit demjemgen der historisohen oder, wie man sogar sagen k&nnte, der 
natttrhohen Entstehung des Zahlbegriffes nicht ubereinstimmt Denn 
sicherlioh smd die Zahlen in der Weise entskmden, dafi man anfing Dinge 
zu Balden und zar Unterscheidung getstfhtter Mengen von Dingen also als 
Aneahlbeteichnungen zunaohst ZaTdworter, spaterhin auoh ZaJdeeicfien ein- 
zufdhren Aber nooh weniger dilrfte bestritten werden, dafi diejemgen, 
welohe solohes taten, dabei nicht zugleich die Absicht verfolgten, die 
geeignete Gxundlage fttr den logischen Anfbau einer allgemeinen Arith- 
metik zu schaffen Fttr uns kann an dieser Stelle nur der letztere Ge u 
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sichtspunkt maBgebend sein: mclifc was die Zahlen ursprUnglioh gewesen, 
sondern was sie geworden Bind, darauf kommt es bier ausschliefilich an. Und 
da wir es ftlr em wenig aussichtsreiches Unternehmen halten, auf der 
Grundlage des J.Mj$Zbegrifles zu emer befnedigenden AuBgestaltung der 
Lehre von den sogenannten reellen Zahlen zu gelangen (neuere, zum Teil 
anfierst verktinstelte Versuche dieser Art haben unsere Ansicht nor in 
Tollstem MaBe bestatigt 1 ), andererseits aber der Begriff der geordneten 
Folge (oder } ,Sukssession tf ) uns als durchaus zuverlassiges Fundament fiir 
die spSterhm erforderliche Erweiterung unseres Zahlvorrats erschien, so 
hielten wir es ftlr zweckmafiig, schon die Definition der natwlichen Zahlen 
von vornherein an diesen letoteren Begriff zn knttpfen, statt von der jeder- 
mann gelaufigeren Bedeutung der nattirlichen Zahlen als Aneafdbez&ich- 
nnngen auszugehen. Die Moghohkeit, die von nns als OrdinalaaHlen, ge- 
schaffenen naturlwhen ZaMen nach Bedarf auoh als KardinaUaKlen an- 
zuwenden, ergibt sich alsdann aus der oben als Definition I eingefllhrten 
Festsetzung, zu deren Erganzung zunaohst nooh die folgenden Defini- 
tionen und daraus resultierenden Folgerungen dienen sollen 

3 Definition]! Eine Mengelmflt endlich,faUsihr eine~beshmmte 

Aneahl wtkommt 
Definition III Zwei endliche Mengen heifien gleich, falls ihrc 

Ekmente %n ^rgende^ncr lieshmmten Anordnwg sich gegenseittg- 

wnkehrbar etndeuhg euordnen lassen 

Man erkennt leicht, dafi die Elernente zweier naoh dieser Definition 
als gleich zu bezeiohnenden Mengen m jeder beliebigen Anordnung sich 
gegenseitig nmkehrbar eindeutig znordnen lassen. Da namlich die beiden 
Mengen ausdrtioklich als endlich vorausgesetzt warden, so kommt emer 
jeden eine bestimmte Anaahl zu. Wird die Anzahl der einen etwa mit n 
bezeichnet, so kSnnen zunaohst deren Elemente in der bei der Definition 
angenommenen Beihenfolge den Zahlen 1, 2, , n zugeordnet werden, 
und das analoge gilt dann von den Blementen der cmderen, da diese ja 
in der entsprechenden Beihenfolge den Elementen der erstgenannten zu- 
geordnet werden kSnnen Dann folgt aber wiederum aus unserem Per- 
mutationssatze, dafi die Elemente "bender Mengen den Zahlen 1, 2, -, n 
und daher sohliefilich auoh gegenseitig in jeder beliebigen Reihenfolge 
eindeutig umkehrbar zugeordnet werden Iflnnen. 

AUB der obigen Definition und den daran gekndpften Bemerkungen 
folgt dann ohne weiteres: 

Gle^c'he Mengen "besvtten diesdbe Aneahl und umgekehrt 

sind Mengen, welche dieselbe Antahl lesiteen, einander gUicli, 
Zwei Mengen, die emer dritten gleich sind, smd ouch unter- 

einander glewh. 
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D ef in it i on IV Eine endhche Menge, die nur Elemente ewer anderen 
Menge, ciber nicht alle 1 ) enthaU, Twftt eine Teilmenge oder 
ein Teil yener letgteren 

Definition V Von zwei ungleichen endkchen Mengen M und N 
heifit dwj&mge, B. M, die klevnere, welche evner Teilmenge 
der anderen, also von N, gleicli ist N Twftt dann grofier als M 
Hierzu sei eilauternd bemerkt, dafl das in dieser Definition aus- 
soblieBlioh als mbglich angenommene Yerhalten bei ungleichen, d h. mcJit 
der Definition III genilgenden endhchen Mengen wirkhch stets eintreten 
mup. Denn sind die betrachteten Mengen iwgl&ich, so mufi bei jeder 
gegenseitigen Zuordrrang der Elemente eine der beiden Mengen min* 
destens em HberschilBSiges Element anfweisen, sodafi die andere iiur 
einer Tedmenge gleich sein kann DaB dieser t^Tberschufi bei jeder gegen- 
seitigen Zaordnung immer bei dersetben Menge auftreten moB und somit 
die Definition V einen von der speziellen Wanl der Znordnung unab- 
hangigen, eindeutig bestimmten Sum besitzt, wird sich sogleich ergeben- 
vorlaufig moge man annenmen, dafi die Yergleichung der beiden Mengen 
auf Grund irgendeiner zuf allig ausgewahlten gegenseitigen Zuordnung 
erfolgt SOL 

Aus der obigen Definition folgt namlich. znnachst- 

Ist M dte kleinere, N die grofiere von ewei encUichen 
Mengen und werden die mugehongen AnecMm mti in lew. n Ite- 
eeichnet, so "hat mem: 

m < n, n > m, 

d h. der Ttletneren Menge entspncht als Anzahl die fruhere, 
der grofieren die sgatwe, Zahl und umgehehrt 

Denn da unter der Voraussetzung, dafi N die grbfiere der beiden 
Mengen ist, JV, wie bereita erwahnt, aufier der Teilmenge mit der An- 
zahl m mmdestens ein \lberschtissige8 Element entbalten nmfi, so folgt, 
dafl ^w + 1, also n>m. Umgekehrt wttrde, wenn m bzw. dio 
Anzahl der Menge M bzw. N bezeiohnet, ans der Voraussetzung n > w 
folgen, daB n ^ m + 1, also N bei jeder gegenseitigen Zuordnung der 
Mengen M und N mindestens ein ftberschtlssiges Element enthalten muB. 
Zugleich erkennt man auf diese Weise, daB die in der Definition V entr 
haltene Aussage ron der Wahl dei Zuordnung durchaus nnabbangig iat. 



1) In dei Bogenannten. Mengerileilire (die im wesenthchcn you den ,, 
lushen" Mengen handelt) wrcd der Zusatz M ntcht allef 1 hllutig weggolasaen, d, h, man 
betraohtet jede Menge in ihrer Geaamtheit anch als Teilmenge ihrer selbst und 
bezeiohnet dann aolohe Teilmengen, welohe mcht alk Elemente enthalten, aus> 
drtiotlioh ale ?pMt 
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Ankntipfend an die soeben festgestellte Bedeutuug dei frtilicren bzw 
spatcren Zahl als Anzahl der Jcletneren bzw. grofieren Menge werden wir 
von jetzt ab die fruhere bzw spakere zweier Zahlen schlechthin als die 
Uemere bzw giofiere bezeichnen, also am eprachlichen Keunzeichnung 

der Beziehuncen n 

))i < n bzw. n > t 

uns dei Eedewcndungen bedienen 

m ist /iZeewer als n t bzw lat gtofier als w 

Und wir werden, wie schon in Nr 1 dei Einleitung angektindigt wurde, 
diese Ansdrucksweise mcht nur daun beibehalten, wenn erne unmittel- 
bare Umdeutung von JStaWefibeziehungen mAnsaJil- odei .Ma/3beziehungen 
nwglich ist, sondein auch daun ; wenn eine solche ausyesdilossen erscbeint. 

4 Im Anschlusse an die Verwendung der von uns ledighch als 
Oidnungszeicneu emgefuhrten natiirlichen Zahlen als Anzahlbezeich- 
nungen beweiseu wir noch den folgenden Satz, welchei den Zusainmen- 
hang unserer Definition der Addition nut der sonst zumeist ttblichen, ant 
der Veremigung der Elemente mehrerer Mengen beruhenden heistellt: 

Bezeiclinek man mit (M, 3T) dicjenige M&nge, welclie durcJi 
Vereimgung der (Item gemeinsames Element enfhaltcnden) endhch&z 
Mengen M und N entsteht, nwt m b#w n deren re&pektnve Aiir 
zaKlen, so ist (m + n) <he Anaahl dei M&ige (M, 2T). 

Beweis. Man erkennt zunachst die Bichtigkeit des obigen Satzes 
fQr den Fall, dafi die Menge N aus einem emzigen Element E besteht. 
Denn ist m die Anzahl der Menge M, so ergibt sich ohne weiteres, dafi 
die ein Element mehr enthaltende Menge (M, 77) die auf m unmittelbar 
folgende Zahl m + 1 zur Anzahl hat. 

Die Allgemeingiiltigkeit des fraglichen Satzes ergibt sich sodann 
durch vollstandige Induktion. Angenommen, es stehe bereits feat, dafi 
fflr irgendeine bestimmte Menge N mit der Aoizahl n die veremigte 
Menge (M, 2V) die Anzahl m + n besitze Tritt jetzt an die Stelle der 
Menge N eine Menge N', <$e noch. em weiteres Element E enthalt, so dafi 
also N* die Bedeutung von (N, -E?) hat, so lafit sich (M, N r ) hereteJUen, 
indem man zunachst (M, N) und daraus durch Hinzufflgung des emen 
Elementes E die Menge ((M, N), E) bildet. Daraus folgt aber, da ja 
(M, N) die Anzahl m -f- n beeitzen gollte, dafi (3f, JV^) die Anzahl 
(m + n) + 1 besitzen mufi. Nun ist nach unserer Definition der Addition 
(m + n) + 1 m + (n + 1) (s. 2, S. 9, Formel (B)) ; somit erkennt man, 
dafi miser Satz fur zwei Mengen mit den Anzahlen m, (n + 1) gilt, sobald 
seme Gultigkeit ftir solche mit den Anzahlen m, n feststeht Da dies aber 
fQr tekelriges m und fttr n 1 bereits der Fall ist, so ist damit die AUge- 
memcrllltiffkeit daa fln,t,7fls 
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5. Die Zuordnung einer endliohen Menge von Elementen zu der 
Folge der nattirlichen Zahlen 1, 2, 3, liefert ein zweokmaBiges Mittel, 
um JReihenfolge und Anzahl der Elemente durch die Bezeichnung kennt- 
lieh zu maohen. Bezeichnet man die Elemente der Menge genereU mit 
irgendemem bestunmten Buchstaben, etwa wie oben mit E, und mit n 
ihre Anzahl, so pflegt man eine aolche Menge in der Form anzuschreiben: 

E it E a , J3 8 , -, E n , 

wobei also duroh die pStilleneeiger" oder , f lndtees u 1, 2, 3, , n erne 
bestimmte Rethenfolge der Elemente, durch deren letzten- n zugleich die 
Ansahl der Elemente gekennzeichnet wird. Will man dieselbe Menge 
von Elementen in einer anderen Reihenfolge anschreiben, so kann man 
das offenbar dadurch erzielen, dafi man die Indizes 1, 2, 3, -,n duroh 
erne Permutation dieser Zahlen ersetzt Bezeichnet man eine solche etwa 
durch die Buchstaben: 

kit ^8? ^ ' j h n j 
so wird duroh 

^V -^f -^i ' ' ^b a 

die entspreckende Permutation dei Elementenfolge J3 l} E i} E s , , E n 
dargestellt 

Zuweilen bedient man sich, um die etwas schwerfalligen Doppel- 
indizes fc 1? \, , k n zu vermeiden, der etwas bequemeren, aber weniger 
charakteristisohen Schreibweise: 

n i TTt i ijt r 777' 

JSHf J^tf Jb 9t - , & n) 

wobei dann die veranderte Bezeichnung des Trdgers der Indizes, namboh 
E' statt E, die Yeranderung der ReiJienfolge der Elemente andeuten soil. 

6 Es handelt sich jetzt noch darum, die Benutzung der naturliohen 
Zahlen als ^butaAZzeichen fur denjemgen Zweck zu verwerten, \velcher 
uns veranlafit hatte, die vorstehenden, un wesenthchen erst fllr die An- 
toendungen der Zahlen mafigebenden Betrachtungen schon an dieser Stelle 
emzuschalten, namlich fttr den Beweis des Satzes aber den unbeschrankt 
IkommMtafoiven und assoMatwen Oharakter emer Summe beliebig mel&r na- 
tttrlicher Zahlen Die Eichtigkeit dieses Satzes steht nach 2, Nr. 5 be- 
reits fest fUr jede Summe yon der Form a + 6 + c, also, wie wir jetzt 
sagen kOunen, fur jede aus drei naturliohen Zahlen gebildete Summe 

Angenommen nun, der Satz gelte fflr jede Summe, die aus hochstens 
n naturliohen Zahlen besteht, sodafi also, wenn man diese letzteren jetzt 
mit Oi, O), a*; bezeiohnet und 



setzt, s m bei jeder Wabl der Zahlen a 1; a,, , a m unbeschrankt lom- 
mwtativ und assofiativ sein soil Bedeutet wieder die Buchstabenfolfi-e 
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kit hat ' ' '} & e i ne beliebige Permutation der Zahlen 1, 2, , n, BO hat 
man insbesondere: 

8 n - % + a, + - + a, 



und, wenn jetzt w < n angenommen -wird, auoh: 



(wobei im Falle m =- 1 bzw. w + 1 = n die erste bzw. zweite Summe der 
reohten Seite sich auf ein einziges Glied reduziert). Bezeiohnet man ferner 
nut 5 n+1 erne Summe, die aus S B durch Hinzufflgung eines weiteren Sum- 
manden a n+1 entsteht, so hat man naoh dem Vorbilde der Definitionen (1), 
(2) ron 2, S 14 zunachst: 



und daher nach Gl. (1) mit Benutzung des asaoziativen Yerhaltens einer 
Summe yon drei Summanden auch: 

(2) <Wi~K+ + a* m ) + ( a *m + x + '" + a O + a +i < 

Da die eingeklammerfcen Summon eindeutig bestimmte natflrliohe Zahlen 
vorstellen, so findet man mit Hilfe dee fur dreigliedrige Summon bereits 
bewiesenen Kommutations- und Assoziationsgesetzes: 

-K+ 



f (0* 
(8) M-K 



Keine der rechts auftretenden Sumtnen kann mehr als n Summanden 
enthalten, sie sind also mfolge der gemachten Annahme samtlich Jcom- 
MMtafov. Infolgedessen kann man dem neu hinzugetretenen Summanden 
a n+1 innerhalb der Teilsumme, welohe ihn enthSlt, und das heifit sohliefi- 
lich iiberhaupt jeden beliebigen Platz auweieen und da andererseits a k , 
a v ' ' ') a )c n sohon jede beliebige Permutation yon a 1; a,, , a n yor- 
stellen kann, BO folgt, dafi die Summe 8 lt+l unbeschrhnkt horwnutatw isi 

Jede der in (3) auftretenden Teilsummen ist aber auf Grund der 
Yoraussetzupg auoh assonioMv. Und da auflerdem auch die Wahl yon m t 
also die Wahl derjemgen Assoziation, welohe der Bildnng jener Teil- 
Biunmen zngrunde liegt, gauz beliebig ist, so folgt, dafi die Summe s n+l 
auoh unbeschrankt assotwtiv ist. 

Nachdem nun aber die in Frage stehenden Eigensohaften fur twei- 
und efretgliedrige Summon 1 ) erwiesen Bind, so ergibt sioh nunmehr duroh 

1) Bei ewetgke&rigea. Summen kann natflrhoh nar von Eommutation, nioht 

aber Vftn A*snttint*rn*. Aiet P.nda aeAn 
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vollstandige Induktion, dafi sie auch jeder Summe von ~bdwlig vielen 
nattirlichen Zahlen zukommen 

Es besteht somit der folgende Satz: 

Die Summe leltebig weler natttrhcJier Zahlen ist uribeschi arikt 
hommutativ wnd assotiativ, SM ist also erne von der Anordmmg 
der Summanden und der sukeesswe ausgefuhrten Emeelsumma- 
honen unalhangige, emdeutig lesfommte und in der Eeihe der 
natiirhchen Zahlen allemal vorhandene ZaJd 

HieratiB folgt noch, dafi der in Nr 4 bewiesene Satz ttber die Anzdhl 
einer durch Yeremigung gweter Mengen entstandenen Menge sicli ebenfalls 
durch Tollstandige Indnktion auf den Fall leliefog vteler Mengen tiber- 
tragen lafit, d. k. es gilt der Satz: 

Bettewhnet man nwt m lf m^, - , m n die respektiven eu den 
Mengen M t) M 9t -, M n gehorigen AneaJden, so lesvtet ate ver- 
emiffte Menge (M lt M t) -, MJ d^e AneaU m^ + w a + + m n . 

Im ttbrigen sei nooh ausdriicklicii hervorgehoben ; dafi unsere Defini- 
tion der Addition und die Herleitnug aller daraus resultierenden Folge- 
rungea aussohliefilich auf der arsprttDglichen Bedeutang unserer natiir- 
hchen Zahlen als Ordnungseeichen beruhte. Nur fdr die Ansdehnung des 
Satzes fiber die eindeu^geJBestimmtheii einer Summe auf lelieUge Summen, 
und das heifit in Wahrheit auf Summon einer beliebigen Angahl yon 
Summanden konnte Belbstverstandlioh der Anssaltfhegriff moht entbehrt 
werden Analoge Verhaltnisse werden sich bei der jetzt einzufuhrenden 
Reohnungsoperation der Multiplikation ergebeu. 

4. Multiplikation natttrllcher Zahlen. 

1. Wir definieren eine zweite Rechnungsoperation, die MulUfUkahon 
duroli die Anfangsgleichung: 

(A) a - 1 - a 
und die Relturswnsformel: 

(B) a- ( + !)-- n + a-1 1 ) 

-a,n + a ("-1,8,8,-) 

AUB der letzteren gewinnt man f ttr M 1 zunaehst eine bestimmte ZaM 
als gleichbedeutend mit a 2, sodann, indem man n~* 2 setzt, entsprechend 
fur a- 3 usf., sodafi also schlieBlich ala Iquivalent fUr das Symbol a -I 

1) Frftgiunter geaohrieben: 

() + (a 1), 

Maw TiflAorf ftKanr fli* TTlannnnrn 
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eine eindeuhg beshmmte, in der ZdJilenreihe dttemal vorhandene Zdhl sich. 
ergibt. 1 ) Wir konnen darnach das Symbol a>b geiadezu wieder als erne 
lest/wmte Zahl ansehen, -welche wir als das Produkt der beiden Fdktoren 
a und 6 bezeichnen s ) Diese letzteren, namlich der ,,M^typWtan(ilMS u a und 
der nMulh/plikator*' b erschemen bei dieser Definition zunachet wiederum 
foweswegs als gleichberechMgt Um ihre Verfcausohbarkeit und gewisse wei- 
tere Haupteigenscbaften der Multiphkation nerzuleiten, zeigen wir zu- 
nachst, dafi zugleioh nut den Relationen (A), (B) stets auch die folgenden, 
duroh Kommutafoon daraus hervorgehenden besteben: 

(A') 1 a- a, 

(B') (w + 1) a w-a + l-o -a + 



Be weis zu (A') Die GL (A') gilt offenbar fttr a 1, da sie ftti diesen 
Fall mit Gl (A) zusammenf Silt. Bedeutet dann wiedemm a a' irg&nd- 
eine speewtte Zabl, fur welche GH (A') als erwiesen gilt, also: 

1 a'~a f , 

so folgt aus Gl (B), weun man daselbst a 1, n a' setzt: 
1 ( a '+l)-l a'+l, d. h -a'+l 

Die Ql (A') gilt also wiedemm fur a a'-f- 1, falls sie fflr a a' ncbiag 
ist, und sie gilt somit allgemem, da ibre Richtigkeit fur a 1 feststeht. 
Beweis zu (B'). Setzt man in (A)- a n + 1, so folgt: 

(n+1) l-n+ 1 
oder (da nach (A): n w 1) auoh: 

(n + 1) 1 n 1 + 1 , 

1) Um auf Grand der obigen Definition zn bewnscn, dafl 

2.2 4, 
hatte man folgende Sohritte zu maohen: 

2 2 2 (1 + 1) (S. 9, Gl (A)) * 

2-1 + 2 (Def.-Gl. (B)) 

2 + 2 (Def.-Gl. (A)) 
- 2 + (1 + 1) (S. 9, Gl. (A)) 
-(l + lj + l (8.10, GL(D) 

" + 1 } (8.9, GL (A)) 

2) Wo kem Mifirentandnii mOglich iat, wird dae Opcrabonatetchtn (der 
Punkf) hier hftufig ganz weggelasaen, aodafl man aft, a(6-fl) uiw. atatti a-&, 
a (J -f 1) UBW sohreibt 
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d h. die GL (B 7 ) gilt zunachst fur a - 1 Sei nun wieder -a a' irgend- 
spesndle Zahl, fur welohe Gl (B 7 ) nclitig ist, sodafi also: 



-+ a. 
Aus Gl. (B) folgt sodann, wenn man a duroh n -f- 1, durch a' ersetzt: 

( + !)- (flC + 1) - (w + 1) - a'+ (n + 1) 
and daher mit Bentttzung der eben geinachten Annahme* 

(n + y-Ca' + li-Cw-a' + ^H-Cn + l)-* a'+a' + + 1. 

Wendet man anf die rechte Seite das erweiterte Kommutations- und 
Assoziationsgesetz ( 3, Nr 6) an, BO ergibt sich: 



Da aber naoh GL (B), wenn man daselbst a durch n, durch a ersetzt: 

n-(a'-|-l) = n a'-J-n, 
so findet man schliefihch: 



a - n . a + + + l ; 

^i. h. Gl. (B') gilt dann auoh far a a' -f 1 und somit wieder far jedes a, 
da sie fttr a =- 1 nchtig ist 

2 Nunmehr sind wir auch unstande, die vollstandige Gleichberech- 
tigung der beiden Faktoren a, 6 zn erweisen- 

Lehrsatz L Ihe MidtipWcation ist Jcommutativ, d h man hat: 
(I) a 6- ft. a. 

Beweis. Durch Kombination der Gleiohungen (A) und (A!} er- 

1 1_ * T ' ' 

gibt sioh: 

a- 1 1 -a 

d. h. GL (I) gdt zunachst bei teliebtgem a fur die spemelle Zahl 6 1. 

Angenommen, sie gelte wiederum fflr irgendffme speetette Zahl b &'. 
sodafi also: 

a- V -6'. a 
Aus Gl (B) folgt sodann: 

a (6'+l)- a .6'+a, 
4dso mit Benutzung der eben gemachten Annahme: 

a-(6'+l)-y-a + 
Da aber aus GL (B') fQrn V folgt: 

(&'+!). a-ft'-a + a, 
^o wird: ; 
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d. h. Gl. (I) gilt dann auoh fur & = 6'+ 1 und somit wieder fur jedes &, 
da sie fttr & == 1 nchtig 1st 

3 Fttr die Multiplikation bestehen noch zwei weitere Fundamental- 
gleichungen, deren erste (das ,,Itis6ributionsge8et4 ef ) eine direkte VeraUge- 
meineniiig der Qmndformel (B) bzw (B') darstellt, wahrend die ew&tte 
das ganz analog wie bei der Addition fonnulierte Assosnationsgesete 
enthalt 

Lehrsatz IE Die Mutiyphkafoon ist d^str^l^tt^v, d h man hat 

(II) a (& + e)-a b + a c, 

(IT) (6 + c) a b-a + c a 

Beweis. Man bat zuuaohst nacb. Formel (B) fur n 6 



d h Gl (II) gilt bei ~bdiebigem a und b fur die specie Zabl c 1. 
Es werde nun wieder das analoge f&r irgendeine spezielle Zabl c 
angenommen, eodaB also' 

a (b + c') a & -f- a c' (bei &efo&i0ew a und 6) 
Man bat sodann. 



a (o -f- ( 

a (b + c') + a (naoh Formel (B)), 

und daher mfolge der gemachten Annahme: 

a - (b + (c' + 1)) - a b + a c' + a 

- a & + a - (c f + 1) (naoh Formel (B)), 

d h. Gl. (H) gilt auoh noch fur c - c' + 1, falls ihre Geltung fttr c - c' 
besteht. Sie gilt eomit ftir jedes c, da ibre Richtigkeit fur c 1 bereits 
feststebt. 

Um auoh Gl. (II') zu erweisen, hat man: 

(6 + c ) . a a - (b + c) (naoh (1)) 

a - b + a o (naoh (II)) 

& a + c > a (nach (I)) 

Zusatz. Duroh Kombination der Formeln (II) und (II') ergibt sioh 
die Begel ftlr die Ausftihrung der Multiflikation eweier Swnmen. Man 
findet: 

(a-f b) - (a' + 60 - (a + 6) a'+ (a + 6) . &' (naoh (II)) 

i # #' -f- & # -f~ ^ * Z>' "f~ ^ ' ^ (naoh (II )). 

Die Kegeln (II), (II'), (II") laeaen sich auoh ohne weitereu auf Summon 
beliebig vieler Summanden ausdehnen. Man findet z. B. 
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a & + &S+ + &J-* &! + & + + &) 
a \ + a & s + a (6 8 + 



= a \ + a & 8 + - + a & 

usf Aus der letzten Formel ergibt sich, wenn man jede der Zahlen 
\} &a ' ) &TI durch 1 ersetzt: 

a = a + a + -f a ; 

M mal 

d h das Prodiikt a n fallt zuaammen mit der Summe yon n gleichen 
Summanden a nnd konnte geradezu durch diese Eigenschaft dcfimert 
werden, falls man bei der Definition den Begnff der Ansahl mcht zu ver- 
meiden wtinscht. In dem vorliegenden Znsammenhange erschemt die 
obige Beziehnng als eine unmittelbare Folgerung ans dem distrtbuMven 
Oharakter der Multiplikation, d h schliefilich aus der definierenden Re- 
kursionsformel (B), aus welcher sie ofiPenbar auch ganz direkt abgeleitet 
werden kann 

4 Lehrsatz III The Mulhplikation ist assoziativ, d Ti, man hat: 

(in) (a &).c- a- (&-<?). 

Beweis. Aus Formel (A) findet man: 

(a &) 1 = a & und auch: (&.!)=< & 7 
also: 

(a &) l-a.(&-l), 

d h die GL (III) gilt zunachst bei lel^ebigeni a und & fur die speewlle 
Zahl c - 1. 

Es werde nun wieder angenommen, Gl (III) gelte bei beUebigem a 
und 6 ftir trgendetne spezielle Zahl c c', sodaB also: 

(a-6).c'-a.(6.(0. 
Aus (B) folgt sodann, wenn man a durch (a 6), n durch c' ersetzt: 

(a.&).(c' + l)-(a.&). c '+a.&, 
also mit Ben&tzung der eben gemachten Annahme: 



Wendet man auf die rechte Seite dieser Qleichuug das (rflckwarte ge- 
lesene) Dietnbutionsgesetz (IE) an, so ergibt sich weiter: 
(a &).(e'-f-l)-a (6 c' + Z) 

-a (& (c' + l)), 

d. h GL (HI) gilt wiederum auch noch fttr c c' + 1 und somit fttr 
jedes c, da sie fttr c 1 als richtig erkannt wurde 
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5 Neben den fundamentalen Gleichwngen (I) (III) bestehen far die 
Multyplikat/ion naturbcher Zahlen nooh die folgenden charaktenstischen 
Ungletchungen ' 

(IV) a I > a, wenn: & > 1 

(V) a &>'&, wenn: a > a' 

Die Bichtigkeit von (IV) erkennt man zunachst nnmittelbar fur & 2, 

wegen: 

a 2 -a- (1 + 1) =a + a>a (nach 2, Ungl. (Ill)), 

und sodann, wegen: 

durch vollstandige Induktion fur jedes b > 1 . 

Die Richtigkeit von (V) steht zunachst fest fttr b 1 und ergibt 
flich sodann wieder durch vollstandige Induktion fur jedes bebebige &. 
Denn aus* 

a - V > a' - V 
folgt naoh 2, Ungl (VII)- 

a.&'-f a>i' &'+0', d h. a (&' + !)> a'- (&'+ 1). 
Da neben der Beziehung (V) offenbar auch die folgenden bestehen: 
(VT) a & < a 1 6, wenn: a < a' ; 

{VII) a 6 a' &, wenn: a a', 

BO erkennt man wiederum, dafi dieselben msgesamt auch umkehrbw smd, 

d h aus: 

(Va) 

(Via) a 6 

(Vila) 



> a' b folgt allemal, dafl: a > a', 
<a''b ,, o><a, 
- o 6 w 



a 



Endlich ergibt sioh wegen der Kommutativitat der Multiplikation, dafi 
nach Analogic von (V) auch: 

(VIII) a-&>a-&', wenn: b>b', 

und sodann durch kombinierte Auwendung von (V), (VII), (VIII), daB: 
.(IX) a - 6 > a' - &', wenn: a ^ a', & > &', 

oder: a > a', & ^ ?' 

6. Duroh sufaessive fortschretfende Multiplikation kSnuen wir den 
Begriff des ProduUes auf beUebig mele Faktoren ubertragen. Wir defi- 
meren also zunachst das Produkt a 6 c durch die Formel- 

<1) a.6.c-(a-W-c 
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und, nachdem auf diese Weise die Bedeutung der Zeichenverbindung- 
a 6 c als emer eindeutig bestimmten Zahl feststeht, analog: 

(2) a i> c-d=* (a b o)-d, 
Bchliefilich allgemein: 

(3) <v<*a- .-o+i-(i *a~ <0 a +i 

Alsdann lafit sich aber wbrtlicfi und buchstablich so, wie es in Nr. 6 des 
vongen Paragraphen far die Addition gezeigt wurde, sofern man nur das 
dort ftoffcretende Phts0eichen allemol duroh den Pwikt ersetzt, folgen- 
des nachweisen: 

Das Produkt beUebig vteler natiirkcher Zahlen ist imbeschrdnkt 
kommutativ und assomativ. Dassdbe stettt also erne von der 
Anordnung der Fdktoren und der emeelnen, sukeesswe ausisufuh- 
renden Muttiplikationen undbhtingige, evndeutig lestimmte und in 
der Zdhlenreihe dUemcU vorhandene ZaM dar 

5. Die nmgekehrten Beehnnngsoperationen: Sulbtraktion und 
Division iui Gebiete der natfirlichen Zahlen. 

1 Sind a und & zwei beliebig gegebene nattirliche Zahlen und be- 
zeionnet man generell nut x eine vorktufig uribefamnte Zahl, BO ergibt 
sioh aus den bienerigen Betracntungen, dafi stets eine und nur eine na- 
turliche Zahl x esistiert, derart, daB: 

(1) x - a -H I 
bzw. 

(2) x - a& 

Die Addition bzw Muttiplikation zweier natftrlicher Zahlen ist also im. 
Gebiete der natttrlichen Zahlen stets und zwar mit eindeutigem Brgeb- 
nisse ausfuhrbw Em Bedttrfius, unseren Zahlenvorrat zu erweitern, 
wird sioh indessen alsbald ergeben, wenn wir nunmehr yersuohen werden, 
jene beiden Rechnungsoperationen ,,um0ukehren". D. h. statt, wie bieher r 
die beiden Summanden bzw. Faktoren als die ursprtinglioh gegebenen, da- 
gegen deren Swntme bzw. Produkt als die daraus dbevletienden Zahlen an- 
zusehen, wollen wir jetzt annehmen, ea sei die Summe bzw das Prock&F 
zweier Zahlen und emer der Summcwden bzw Faktoren gegeben und ea- 
handle sioh um die Bestimmung des nooh fehlenden Swnmanden bzw. 
Faktors Dabei ist es mfolge des Tcommwativen Charakters der Addition 
und Multiplikation oflfenbar gleichgttltig, welchen der beiden Summanden 
bzw Faktoren wir als gegeben ansehen Wir wollen, um eine Wahl zu 
treffen, die fragliche Aufgabe in der Form anschreiben: 
a + x 6 bzw ax & , 
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d h es wird die Bestimmung einer Zahl x verlangt, welche zu der ge- 
gebenen Zahl a addiert, bzw mit ihr multipliziert die gegebene Zahl b 
hefert 

2 Die erste dieser Aufgaben, also 

(3) a + x 6, 

erschemt yon vornherem im Gebiete der naturliohen Zahlen unlbsbar,. 
falls b ^ a vorgelegt sein sollte Denn fur jede naturkche Zahl x hat man: 

a + x> a 

1st dagegen b > a, so besitzt die Gleichung stets eine und nur eine be- 
stimmte Losung Bildefc man namlioh die Reihe der Zahlen 

a a + 1 a + b } 

so mufi, wegen a < b < a + b, die Zahl b in dieser Reihe einmal und 
nur einmal vorkommen, und es gibt somit eine und nur eine Zahl d < b 
yon der Beschaffenheit, dafi* 

(4) a + d - 6, 

anders ausgesprochen, die Gl (3) hat die Losung x*** d und zwar nur 
diese me (da ja nach dem oben gesagten nur ew d < b existiert und die 
Moglichkeit d^b yon yornherem ausgeschlossen erschemt). Die Rech- 
nungsoperahon, welche in der Bestimmung jener Zahl d aus den beiden 
gegebenen Zahlen a und b besteht, wird als Subtraction der Zahl a (des 
,,Subtrahendus?') yon der Zahl 6 (dem ) ,Mtnuendus tr ) f das Besultat d dieser 
Operation als Differens b minus a bezeiohnet Zugleich bedient man 
sich, urn der m GL (4) enthaltenen Beziehung der Zahl d zu den als ur- 
sprtinglich ausschliefilich gegeben anzusehenden Zahlen a, b einen pragnan- 
teren Ausdruck zu yerleihen, der neuen Sohreibweise: 

(5) d-J a 1 ), 

sodaB also das Symbol b a (wofur wir naoh Bedarf *) auoh (b a) 
schreiben) eine in der Zahlenreihe wirUich vorhcwdene Zahl bezeichnet, 
welche naoh Gl. (4) der Bedingung genugt: 

(6) a + (b a) b (oder auch- (6 -a) + a b). 8 ) 

Und die Existenss einer solchen Zahl & a hing ausschlieBlich yon der 
Voraussetzung b > a ab.*) 

1) In Worten- & mtntw a. DM die beiden Zahlen & nnd a verbuadende Ope- 
rationszeiohen (der honzontale Stnoh) heiSt Mtnwteichen. 

2) Vgl. 9 2, Nr. 1 (S. 9) 
8) EB ist also eteta 

4) EB wird iloh apater ala zweckmafiig erweisen, die bieherigen Reehnnng- 
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3. Wir behandeln nun m analoger Weise die gw&te dor am Schlusse 
von Nr. 1 bezeichneten Aufgaben: 

(7) ax - 6, 

d. h. die Forderung, eine (natiirliche) Zahl x zu bestimmen, welcho mit 
der gegebenen Zahl a multipliziert die gegebene Zabl b hefert 

Man erkennt ohne weiteres, daB die Aufgabe im Gebiete dei natftr- 
hchen Zahlen Jceine Losung zulSBt, falls b < a, da ja in diesem Fallti 

ci 1 ct ^> b . 

a x > a > b fttr jedes x > 1 . 
In dem Spezialfalle b <=> a ergibt sioh sodanu unmittelbar: 

(8) a 1 - b (also, x - 1) 

1st schheBlich & > a, so bilde man die Beihe der Zahlen 

(9) a 1, a 2, a -I ! 
Nur wenn a 1, hat man: 

(10) a && (also: x - 6) j 

In jedem anderen Falle (d. h wenn a ^ 2) ist a b > & und somit: * 

* 

Da hiernach b in der vollsttmdigett, Beihe der Zahleu von a 1 bis a >b 
sicher yoikommt, so ergibt die Vergleiohung der Zahl & mit den Zahlen 
der Teikeihe (9) nur die folgenden zwei Mdglichkeiten: enttveder findet 
sich in dieser Teilreihe erne Zahl vor, die mit b zusammenfallt, etwa; 

(Ha) ag = & ; wo: l<g<&. 

Oder b liegt zwischen zwei unmittelbar aufeinander folgenden Zahlen der 

Beihe (9), also: 

(lib) aq <&<a(0 + 1), wo: 1<<7<&. 



Im ersten Falle und nw in diesem existiert also, geradeso wie in den 
durch GL (8) und (10) eharakterisierten Spezialf alien a - Z> und a 1* 
eine besfammte Zahl o>-*q, welche der durch Gl. (7) bezeichneten For- 

regeln auf Zahlen zn flbertragen, die in der Form von D/frun ggeben iind. 
Ster BoU m Hmsioht auf eine demnachat zu machende Anwendung nur angdmerkfe 
werden, daB eine aolohe Differenz 5 a (wo & > a) gerade BO gut dem diitribu- 
tiven Geeetze der Multiphkation unterhegt, wie eine Summe. 

(&-a) + a-& 
folgt namhoh. duxoh Multiphkation nut c- 

c(6-a) + ca-o6, 
, wegen c6 > co. 
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derung genOgt Fassen wir diesen Fall nut den genannten Spezialfallen 
zusammen, so hat man also 

(12) aq = b, wo jetzt: 1^2^& ; 

und man bezeichnet sodanu q als das Resultat der Division des Dividen- 
ds b duich den Divisor a, ktiizer als den Quohenten von b durch a 
Urn die betreffende Abhiingigkeit der Zabl q yon den Zablen a und b als 
den ursprunglich gegebenen pragnanter zum Ausdruck zu brmgen, bedient 
man sich an Stelle der Schreibweise (12) dei folgenden: 

(13) 2 - T 

(wo msbesondere- 1 y, b = -j-) UIJ d sa g*; & sei duich a teilbar oder 

auch a sei em TeiZer von & Umgekenrt bezeichnet man (jedoch mit 
AusBchlufi des Falles q=I, also a=-&) im Anschlusse an die Gleichungs- 
form (12) i als em VielfacJies von a 

Andererseits besteht dann infolge der Veitausclibarkeit von a und ^ 
in Gl (12) neben Gl (13) auch die folgende- 

(U) -i, 

d. h g ist gleichfalls ein Teller von I, und umgekehrt ist & ein 
von q (jetzt nut Ausschlufi des Falles a 1 7 also = ?;j. 



6. Siltze ilber Teilbarkeit yon Zahlen. Absolute und relative 
Primzahlen. Euklidisclier Algorithmus. x ) 

1 1st 

& ag, tf &r, 
30 folgt: 

e-afar), 
i h 

Js< c ein Vielf aches von &, & ein Vielfaches von a, so ist 
auch o em Vielfaches von a 
Anders ausgesprocben: 

Jeder Teller a eines Tellers b von c ist gleichfalls em Teller 
von c. 

Hat man ferner: 

b*-aq, c ar, 
10 folgt: 

b + c 



1) Dieser Paragraph enth&lt eimge HilfflB&tze aus der aogenannten ,,elemen- 
aren Zahlentheone". Wir besohranken uufl dabei auf die Mitteilung derjeaigen 
iatze, deren EfenntniB fflr die suateren Entwioklnncfftn nnt 
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und, faUs 6 > c : 

6 _ c aq ar a(q r) l ) 
d.h. 

Bind gwci ZaMcn I und c Virlfacfa Hnfr driitcn ZaU <t, so 

gilt das gleiche von ihrer Summe und Different.*) 

Oder auoh: 

Jeder gemcmsame Tetter gweicr Xahlen ni awh CM Tetter 
ihrer Summe wid Different. 

Dagogen brauoht offenbar weder b noeh c (lurch a teilbar KU sein, 
wenn I + c oder I c den Toiler a hat. Selbat wenn b + c und ft c 
den Teller a kaben, BO wttrdu daraus nur fulgen, dafi 2b uud %c durch a 
teilbai sind. Steht jedoch fest, dafi au0er b + ? oder b e nooh ewe der 
Leiden Zahlen l>, c den Toiler a hat, BO gilt dies auch von der anderen. 

Wegen. 6 6 1 hat jede Zahl sich selbst und die 1 zu Teilern. Eine 
2ahl l } welch e keine anderen Teiler hat, ale dicse le\dfn t heiBt (abRoltite) 
Mneahl. Die Zahl 1, ftir welohe jene 2etW0n Teiler in oinen ciuzigen KU- 
sammeufallen, nimmt eiue Sonderetellung ein und wird iiicht eu den Prim- 
zahleu gerechnefc. Die einzige ^ero^e (d, h. durch 2 teilbare) Primnahl isb 
offenbar die Zahl 2. Dagegen 1st die Reibe der ungwadcn PrimMaMw. 
8, 5, 7, 11, . . wibegren&t. Denn gltbe es eine Ittftc Frimzahl p so raflBte 
jede ZahL g >_p durch mindeBtens eine der Primzahloa 2, 8, 6, , p teil- 
W aein, was offenbar bei der Zahl g*-2-8>6>--j7+l fiicU der Fall ist 

Jede Zahl, welohe auBer sich selbst und der Eini noch andere*) 
Teiler besitzt, heiBt xtisammengesetrt. 

2, Hat man zwei Zahlen a und b } wo &>a> 1, so iit entweder 
(B-GL(lla) des vorigen Paragraphen): 

W !> - ag_ (wo: 1< g < &), 

oder( fl .Ungl. (lib)): 



(wo: 1 <| gt < b). In dieeem Falle mufi also eine bestimmte Zahl ^ ^ I 

^d < a existieren, derart, daB : 

(2) &-a + 1 . 

a und a fain Teiler von &, BO mufi Ewisohen a und 6 eine 



1) 3, Fufinote 4) B. 81. 

Etwas allgemeiner Bind offenbar auoh & 4- ot und (ait dtr TorUlnfigen 
tttnkmig 6a > c) auoh 6 ot Vielfaohe von a, wm * xxnd < beUeblge 



3) Hat die Zahl & 0mn von & nnd 1 reftohiedeneii Teller a, etwa: 

6 a g (wot a<6, ttlno 2>1), 
hfct eie ja allemal nooh einen ttweiten ^,.koinolmenWii^'^ T. * j 
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Beziehung von der Form (2) stattfinden. Man bezeichnet in diesem Falle q 
als den (ttnvottstandigen) Quotienten der Division von b dnrch a, die dem 
Intervall 1 < a t < a angehorige Zahl a t als den (Divisions-) Rest. 

Die in GL (2) enthaltene Formulierung einer zwischen den Zahlen a 
und b bestehenden Beziehung kann dazu dienen, die Frage nach dem 
groftten getneinsamen Teller (grofiten ,,Gemeinteiler") von a und b in An- 
griff zu nehmen und schliefilich zur Entscheidung zu brmgen. Da nam- 
lich aus GL (2) folgt: a b aq, so erkennt man zunachst, dafi jeder 
Gemeinteiler von a und & auch ein Teller von a t ist, wabrend umgekehrt 
aus GL (2) hervorgeht, fab jeder Gemeinteiler von a t und a auch ein Teller 
von 6 sein mufi. Die Aufsuchung aller moglichen Gemeinteiler von a 
und b ist somit zuriickgefiihrt auf die entsprechende Aufgabe ftlr a^ 
und a Hier bestehen nun wiederum die zwei in folgender Form dar- 
stellbaren Moglichkeiten, namlich entweder: 

(la) a * a^ 

oder: 

(2a) a QnQi -\- flj, wo: 1 ^> a* <! QH 

Im ersten Falle ist a^ em Teller von a, also nach dem zuvor ge- 
sagten auch von b und zwar, da a x cdle moghchen Gemeinteiler von a 
und b enthalten mufi, der grofite Gemeinteiler von a und b 

Im zweiten Falle schlieflfc man, wie oben, dafi jeder Gemeinteiler von a 9 
und Oi auch ein solcher von a^ und a, also schlieflhch von a und b sein mufi 
vice versa. In gleioher Art weiter fortschliefiend findet man dann entweder: 

(Ib) 4- 

oder. 

(2b) O! 

Allgemeiu ergibt sich (falls das Verfahren mcht sohon mit GL (la) 
oder (Ib) endigt) auf diese Weise erne Kette von Gleichungen (der so- 
genannte EuJdidische Algorifhmus\ welche sohliefilioh mit einer Gleichung 
von der Form (la), (Ib), * abbrechen mufi, da ja die Divisionsreste a i} 
a,, a,, bestandig kleiner werden; also 1 ): 

a 



wo:a l >a s >a 8 > 
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Jeder Gtomeinteiler von 6 und a ist dann auch Teller von a lt 
<%, , a n und umgekehrt muB jeder Teller von a n ein Teiler von <* M _ 1; 
a -s> * '> a i> a J b sein ^ n ^ da a offenbar der grofite Teiler von sich 
selbst) so ist schhefilich a n der grofite Gemeinteiler von a und &. 

Ist nun speziell #=* 1 (w^l), d h tritt bei dem angegebenen Ver- 
fahren an irgendemer Stelle die 1 als Divisionsrest auf (und zwar dann 
eo ipso als letzter), so baben a und b den einsngen Gemeinteiler 1. Zwei 
solche Zahlen a, & heifien alsdann relative Primedhlen oder relativ prim 
euemcwd&r*}, auch falerfremd (mdem man von dem alien Zahlen gemem- 
samen Teller 1 absieht) 

Ist a n grdBer als 1, so hah en also a und Z> den gemeinsamen und 
zwar grofltcn gemeint._men Teiler a n , sodafi also, wenn etwa 



a und V relafov prim sein mtissen. 

3. An den Begriff der relativen Pnmzahlen und die Benutzung des 
Euklidisohen Algorithmus zu ihrer Charakterisierung kntipffc der folgende 
wiohtige Satz an (der leicht fdr selbstverstandlich gehalten Tferden konnte, 
ohne es in Wirkhchkeit zu sein): 

Bind a und ~b relativ pnm und ist Jc eine leliebige ZaUl, so 
mufi jeder gemevnsame Teller von ~b~k und a (oder auch vOn ale 
und 6) ein Teiler von Tt sein 

Beweis Da a und 6 relativ prim vorausgesetzt werden, so nimmt 
der Eukhdische Algorithmus (3) mit Hmweglassung der letzten Gftei- 
chung die folgende Form an 8 ): 



Falle n = 2, bzw. w = 1 reduziert sioh dan System (8) offenbar auf ems der 
beiden folgenden 



a => 
^= 

DZW 

I =o 

a 
w&hrend iin tlbngen die daran. gekniipften Soblusae unverftndert bleiben 

1) Auf Grand dieser Begriffsbeatimmung word die 1 als relativ pnm eu alien 
anderen Zahlen und eu sich eelbst betaracbtet (da sie ja mit alien anderen Zahlen 
und mit sioh eelbst den einzigen Grememteiler 1 hat) 

2) Dabei Rohhefit im Falle n=8 dieses System aohon mit der Gleichung: 

n. =3 n.n 4-1 
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+ Om 



Es bestehen also, werni man -jede dieser Gleichungen mit Jc multi- 
pliziert, die folgeuden Beziehungen: 

a^k = We aqJc 
a z l = al a^qjc 
flj 7b s #51 & 



Die erste Gleichung zeigfc unmittelbar, daB jeder Gememteiler von 67c 
und a (oder auch yon ale und &) auch ein Toiler yon a^kj folglioh 
nach der zweiten Gleichung auch ron cr- a fc ; nacH der dntten von a^k 
sein muB usf schliefilioh also nach der letzten, wie behauptet, em 
Toiler von 7r. 

4 Als spezieller Fall cles soeben bewiesenen Satzes ergibt sich zn 
nach at der folgende: 

1st a relahv prim stu b und em Teller von blc, so mufi a 
schon ein Teller von % allein sein. 

Seien ferner a und & relativ prim gegen erne dritte Zahl c, so kann 
offenbar das Produkt al mit o keinen (sc. von 1 verschied^nen) Gemein- 
teiler haben. Denn jeder Gemeinteiler von c und ab miifite ja nach dem 
Satze von Nr. 3 em Teller sowohl von a als von I sein (je naohdem 
man die oben mit Jc bezeichnete Zahl mit a oder mit I identifiziert) 
was der Vorauesetzung widerspricht Es gilt somit der Satz: 

Bind guei Zalilen gegen erne dritte relativ prim, so gilt das 
glelclie von ihtem Produkte. 

Dieser Satz lafit sich sofort auf den Fall ausdehnen, daB an die SteUe 
der zwei Zalilen a, "b deren eine beliebige Auzahl, etwa a t , a s , , a m , 
tritt. Wird ferner angenommen, daB jede dieeer Zahlen relativ prim ist 

w&hrend ee sich in den Fallen n 2 bzw. n 1 auf 

& . aa 4- fl4 



bzw. auf 

5 aq + 1 

redaziert, im dbriKen wieder die damn oknflnftA 
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moht nur gegen erne emzelne Zahl, sondern gegen jede der Zahlen 
<i> c "> c nt B0 folgk zunachsfc, daB das Produkt a t a a Q> m ebenfalla 
gegen jede der Zahlen GJ, Cj, , c n und somit schliefilich auch gegen 
deren Produkt relativ prim i'st Also: 

1st jede der ZaMcn a , <%, , a m relativ prim gegen jede 

der Zahlen c^, c^, -, a n , so sind auch die ProduMe a^ a m 

und c^ e n relativ pnm 



7 Bmchsymbole als neue Zeichen flir natftrliche Zahlen. 
Yergleichungs- und Rechnungsregeln filr solche Bmchsymbole. 

1. 1st 6 > a und ein Vielfaohes von a, etwa: 

so besteht nach 5, Gl (13) hierfth auch die Schreibweise* 

(2) q _ - 

d 

Es kann hiernach die Zeichenverbmdung als ein neues Zeichen fttr eine 
in der Eeihe der nattirlichen Zahlen "beretis vorhandene Zahl q angesehen 
werden. Wir bezeichnen eine solche Zeichenverbindung als J3mch- 

syiribol, kflrzer als Sruch, die oberhalb des horizontalen ^ruchstriches" 
stehende Zahl & als den ZaMer t die unterhalb stehende als den Nenner. 
Es existieren dann offenbar fttr jede einzelne Zahl q uiibegren/st viele solche 
Bmchsymbole. Denn bezeichnet man aushilfsweise mit (aq) dasjemge in 
der Zahlenreihe vorhandene Zahlzeichen, welches dem Prodnkte der beiden 
Zahlen a und q entspricht, sodaB also: 

(3) a - q = (aq), 

80 folgt 1 



Denkt man sich hier q behebig, aber fest gewahlt und setzt flir a der 
Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, , BO ergibt sich fttr die Zahl q die nu- 
begrenzte Eeihe yon Bruchsymbolen: 

g (2g) (8g) 

1 2 ' 8 " 

Fttr den weiieren Gang unserer Betraohtungen erscheint es nun 

wichtig, zunSchst die folgenden Fragen zu beantr^orten: 

i ii' 
1) Wie entscheidet man, ob zwei Symhole , 7 der betrachteten 

Art als gleich anzusehen sind, d. h. diesdbe natflrlidbe Zahl vorstellen. 
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bzw. welches der beiden Symbole , ? als Memer oder giofier zu gelten 
hat, d. h die Ueinere oder grofieie Zahl yorstellt? 

2) Wie lassen sioh Summe und Product zweier in der Foim . - 
' a ft 

vorgelegten natttrlichen Zahlen wieder durch Symbole dieser Ait dar- 
ste]len? 

2 Satz I. Es ist- 

(I) 



(a) -=-,, w&tw a'b-^al', und umgekeJirt, 



(b) --^-r, jenachdem: a'l^aV. und 

Or **^ Ct ^^ 

i 
hat man 



Beweis Auf Q-mnd der Definition dea Symbols (s Gl (1) und (2)) 



a o. 
a 

Ebenso. 

Besteht die Voraussetzung- 

a'b-al', 

so lafit sich dieselbe nunmehr in die Form setzen: 
a' 

also mit Anwendung des Assoziations- und Kommutationsgesetzes dei 
Multiplikation: 

woraus schhefilich sich ergibt (a. 4, Gl. (Vila)): 

A- l ' 

Umgekehrt folgt aus der letzten Gleiohung durch Multiplikation 
nut act' ' 



und sodann: 
d. h schliefilich: 



Analog ergeben sioh die anf die Voraussetzungen a'b ^ dkb' bzw. 
^ ^- bezttglichen Bebauptungen, weun man in den yoratehenden Be- 
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lationen das Gleichheitszeichen durchweg durch das Zeioheu < oder 
> ersetzt 

Zusatz. Aus (la) folgt, wenn 7c erne behebige Zahl bedeutet: 

6 ^ (&fc) 
a (ai)~ 
Insbesondere 1st daher- 

_&^ (q'&) &' (a&') 
o = (qa')' a 7 " (aaV 

in Worten: Zwei Brachsymbole mit verschiedenen Nennern lassen sich 
stets ^gleicfincmig" macLen, d h in solche mit gleichem Nenner umformen. 
3 Satz II Fur die Sumtne eweter durcli die Bruchsymbole fl , ~, dar- 
gestdlten Zahlen gilt die Formel: 



Haben die "beiden Bruche glewJien Nenner a, so la fit sich ilvre 
Swnme in die ewfachere Form set#en 



Be we is. Aus den Beziehungen (s GH (1) und (2))- 

"b -i i & -i / 

cb * ~~~ *** o, a * ~~T ^* o 
a ' a 

folgt durch Multiplikation mit a' bzw. a und Addition: 

/ / 6 , 6'N 
aa( + -r 



and somit, wie behauptet: 

& V_ (a'l + a&Q 

"" "" 



aa 



Durch Anwendung dieser Formel auf den besonderen Fall a' a wtirde 

zunachst folgen. 

& y ^ (06 + a6Q ^ a(& + &Q 
a """ a "" o-a " I1 * a a ; 

also, nut BerttcksichtigDxig des Zusatzes zu Nr. 2, schlieBlich: 



ft . .. y,, 
a ' a 



JL If 

1) Umgekehrt wdr^e die Formel (II a) ana (lib) folgen, wenn man , -7 auf 

/ ' T\ / Ti'\ 

gleiohen Nenner bringt, also duroh ^-^ , ~~ eraetzt und aodann die Forael (lib) 

(aa) (a a) N 

anwendet, deren Riohtigkeit anderereeits unmittelbar aua 

6 . Z' 

a & a BO &' 

a a 

duroh Addition herrorcrehen "wGrde 
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4 Satz III Fur das Produkt giceier durch die Brucftsymlole 
- - , dargestdlten Zahlen gilt die Formcl 

A. v = 

ft fl 

Beweis Aus 

a 6 . a' - ,- 6' 
a ' a 

folgt durch Multiplikatiou. 



und somit, wie behauptet: 

\a a'J (aa') 

8 Eigentlicho und uneigentlicho Briiche. Yergleichungs- und 

Rechnungsregeln. Yollstilndige Erledignng dcs DiyisionsproMems 

fiir natitrliche Zahlen. 

1 Wir gehen jetzt darauf aus, unseien Zahlvorrat in der Weise zu 
vermehren, dafi die bisher unter besonderen Yoraussetzungen ausfdhr- 
baren umgehehrten Rechnungsoperationen mit nattirlichen Zahlen m jedem 
Falle ausftthrbar werden Um dieses Ziel zunachst flir die Division zu 

erreiohen, fdhren wir jetzt alle moglichen Symbole von der Form em r 

unter a und b natiirliche Zahlen verstanden, ohne Rttcksicht darauf, ob Z> 
em Yielfaches von a oder auch nur, ob & > o. 1 ) Jedes solche Symbol 
soil dann als em Bruch mit dem Ztilder & und dem Nenn&r a bezeichnet 
werden und zwar als em uneigenthcher, wenn 6 ein Vielfaches von a, in 

jedem anderen Falle als ein eigentlidier Die eigenttichen Brdche unter- 

Bcheidet man wiederum noch in echte und unechte, je nachdem & < a 
oder b > a. Die eigewQ/ichen Brttche werden auch als gebrochene Zahlen r 
und im Gegensatz hierzu die nattirlichen Zahlen als gantte bezeichnet 

Wahrend nun die uneigentlichen BrQche, also die im vorigen Para- 
graphen bereits betrachteten Bruchsymbole, ledighch als andere Zeichen 
fUr die natUrlichen Zahlen auftraten, so Bind die eigenthchen Briiohe 
vollkommen neue Zeichen, die wir dadurch zu neuen ZaWzeicben machen 

1) Dabei wird, damit kein Wider spruch mit unaeren biehengen Bezeiohnungen 
der Division ontsteht, durch Festfletzung geeigneter Reohnungsregeln dafdr Sorgo- 

getragen werden, dafi in jedem Falle als LOitmg dea Divisionsproblems 

am - 6 
eracheint (a Nr. 5 dieses Faragraphen) 
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wollen, daB wir ihre Sukgession innerhalb der Beihe der natfirhchen 
Zahlen, d. h schheBlich die Sukzession aller moglichen eigentlichen und 
uneigentlichen Brflche eindeutig festlegeu, sodann die Grundoperationen 
der Addition und Mtdtiplikation auf sie auszudehnen suchen und zwfcr 
das alles in der Weise, daB nut den bisherigen Festsetzungen und Rech 
nungsregeln keinerlei Widerspruoh entsteht 1st dieses Ziel tiberhaupt er- 
reichbar, so ist die Moghchkeit eines Erfolges nur gegeben, wenn wir die- 
jemgen Regeln, die im yorigen Paragraphen fdr die uneigenflichen Brdclie 
als direkte Folgerungen der fttr natQrliche Zahlen geltenden sich ergaben 
nunmehr als entsprechende Definitiotwn far die Beziehungen der etgent- 
lichen Brflche unter sich und in Verbindung mit uneigentlichen Brtlchen 
einftthren. Damit ware dann freilich zunachat nor soviel erreicht, daB kein 
Widerspruch entsteht, falls die in Frage kommenden Brttche sich auf un- 
eigenfliche reduzieren Des weiteren wird jedoch noch ausdrttcklich nach- 
zuweisen sein, daB jene Defimtionen in jedem Falle den an die Begriffe 
der Gleichheit bzw Ungleichheit, der Addition und Mtittiplikati&n zu 
atellenden, weiter unten naher bezeichneten Forderungen Genflge leisten. 
Wir defimeren also fflr den Fall, daB mindestens emer der beiden 
Brflohe , ein eigentlicher ist, deren Gleichheit bzw. Ungleichheit, so- 
wie ihre Addition und Multtplikation durch die im rorigen Paragraphen 
mit (I) (ffl) bezeichneten Formeln: 

(a) Estst =- 7 , wenn: a'l aV, und umgekehrt, 1 ) 

( b ) -jf $ -?, je nadidem - a'b ^ aV, und umgeMrl 2 ) 



1) Jnsbeaondeie let also 

6 & 
-jft wenn. a*- a, und wngekehrt, 

b V 
~ ~ > wenn 6 - V, wnd umgekehrt 

a) Hieraus folgt uubeaondere 



wenn b < a. Also Mk echttn Brticto sind Metner als 1. 
Fcrner , , 



Andererseitfl hat man- 
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\ -CT ^ & . 6' (a'6 + a&') 
) -Z& Wtf + - v - T 1 -^ > 
a ^ a (oo) > 

/v\ j 77 & . &' (6 + 6") 

(b) twa speeiell -- = - 
x ' * a a a 

(in) Sw , i 

Man bemerke, dafi diese Q-leichungen auch. die entsprechenden Be- 
ziehungen zwisclien eigentlwhen Bruchen und naturlichen Zablen regeln, 
da man ja erne nainirhche Zahl &' auch durcb den uneigenthchen Bruch 

Y K>der auoh, nach Bedarf, durcli ^-j eraetzen kann. 

2 B&merkunffen eu Formel (I) Um zunSohst die WiderspruchBlosig- 
keit der Gtleichbeitsdenmtion (la) festzustellen, hat man zu zeigen, dafi 
auf G-rund derselben aus den beiden Beziebungeu: 

A v _ a v ' 
a "^ 7 ' a' 7T 7 

stets die folgende hervorgent: 

L 

a "" a' r 

Man hat nun, wenn die beiden obigen Gtleichungen bestehen, nach (la): 

a'&-a&', a"&'-.a'&" 

und dabei, wenn man die erste dieser Gleichungen mit a", die zweite 
mit a multipliziert* 

a'a'b - aa"V, aa"V - aa'V, 
also 1 



d h nach (la) in der Tat: 

A.*C. 

a (T 7 ' 

Das entsprechende gilt bezuglich der Ungleiohheitsdefinitiou (Ib), 
d. h. man nndet in ganz analoger Weise, dofl aos den Voraussetzungen 

66' V 6" 
a ^a 7 ' a' ^ F 7 

und zwar auch dann, wenn eine dieser beiden Ungleichungen durch eine 
G-leichung ersetzt wird, stets folgt: 

6 6" 
T^T 7 

Aus (la) folgt wieder (wie 8. 40, Zusatz), wenn % eine beliebige 
ganze Zahl bedeutet: 
rn 3. & . 

^^ (aft) a" ' 
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Zu jedem eigentlicfien Bruche gibt ea also (gerade so, wie zu jedem un- 
eigentticJieri) unbegrenzt viele ihm gleiche. Sei nun etvra- 

= und a < a' f 
a a ' 

dann muB auch sein 

&<&' 

Denn ware & ^ &', so hatte man, wegen a > a, auch: a'& > a&', also 
nach (Ib): > ^r, was der Voraussetzung widerspncht 

Ganz ebenso wtirde aus der Annahme &<&' folgen, dafi auch a<^a r 
sein muB. 

Unter alien (eigenthchen oder uneigentlichen) gleichen Bruchen 
6 V V 
~a } ~tf> a 77 ' ' m es nmi 0; ff en kar mindestens einen geben, welcher 

den Jcleinsten tiberhaupt vorkommenden Newner besitzt. Da aber dieser 
nach dem eben gesagten auch den Tdeinsten tiberhaupt vorkommenden 
Zafiler besitzt, so kann es allemal nur einen emeigen solchen Bruch geben. 

Wird dieser etwa mit bezeichnet, so mflssen offenbar \ und a relativ 

pnm sein. Denn, hatten c^, &j einen von 1 verschiedenen Gememteiler Jc f 
sodaB also: 

so ware. 

&i 6 i' - ^ ^ i / ^ i 

__ aa . f YTO jetzf Q! <. a 1; o^ <C o x , 

was der Voraussetzung widerspricht. 

Man bezeichnet einen Bruch, dessen Zahler und Nenner relativ prim 
sind, ale reduaiert (oder auch als wreduaibeT) und kann darnach das vor- 
stehende Ergebms auch so aussprechen: Unter alien gleichen BrQchen 

befindet sich stets mmdestens ein re&u&ierter Bruch 

. 6 6 "* 

Sei nun ein "beliebiger, ein ihm gleioher redvu&ierter Bruch, so 

hat man* 

6 6 i i T -L 

~, also- aj) ~ a\. 

Da nun % relativ prim zu \ t andererseits aber a^ ein Tetter von ab L sein 
muB, so folgt aus dem ersten Satze 6 Nr. 4, dafi Oj ein Toiler von a f 
und durch die gleiche SchluBweise, daB & t ein Toiler von 6 ist, sodaB 
etwa gesetzt werden kann: 

a Tc OD & 1c' &j . 
Durch Einsetzen dieser Beziehungen in die GHeichung a^l a\ folgt aber: 



andera geschrieben: (a^b^Jc (ajfrJA;, also: A' fc. 
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Somit ergibt sich Ist l em redueierler Bruch, so sind alle uber- 
moghchen ihm gleiclien Brflche in der Form 7 - enthalten Danach 



sind also msbesondere zwei gleiclie redueiate Brdche allemal ^dent^8ch 
Mit anderen Worten, es gibt in jeder Klasse von unbegrenzt vielen glei- 
c/ien Brfichen nui einen ledusierten, welchei claim gewissermaBen ala Ee- 
prasentant dei ganzen Klasse angesehen warden kann und auch als redu- 
gierte Form der ihr angehongen Bittehe bezeichnet wild (NB Besteht 
die betreffende Klasse aus uneigenttichen Bidchen, so hat der zugehonge 
redueierte Bruch offenbar stets den Nenner 1 und kann schliefilich auch 
durch die den Zahlei bildende iiafcurlicho Zahl ersetzt weiden) 

3 Bemerlungen eur Addttionsformel (Ha). Hiei miifite nocli gezeigfc 
werden, daB durch die fragliche Forrnel die Summe zweier Bitiche wiik- 
lich. eindeutig defimert wild, daB sie also keme Anderung erleidet, wenn 

man die Brilche , durch irgendwelche ihnen gleiche eisetzt 

Bezeichnet man etwa mit , ~, die reduzieiten Forinen von - -, -, . 

i ! a ' a ' 

so sind alle mit bzw. -7 gleichen Brttche in dei Form - 1 -; bzw. ',,-r^Q 
a a (/ca x ) (k a t ) 

enthalten (wo I bzw V jede beliebige natlirliche Zahl) Nach Gl (II a) 
ergibt sich sodanu: 



sodaB also die betreffende Summe von der Wahl dei Zahlen jfc und // 
vollig unabhangig ist 

Hieraus folgt msbesoudere, daB: 

/o^ & , V Z> . &" V I" 

(2) T + 7-V + V" wenn> '.'-a"' 

Dieses Ergebnis ist auch umlcehrbar. Man hat numlich: 

A -L _*'. a/& + &' _ a/a " 6 .+ flg<>y 
a a' ' " aa'a" ; 

A j. 2L _ Hl?_L^ a'a"& + aa'&" 
a ""~ a" "" aa" "* aa'a 77 

und daher, wenn die erste der Gleiohungen (2) besteht (nut Berticksioh- 
tiguug von FuBu. 1) S. 42): 

a'a"& + flfl"&'-a'a"& + aa'&", 
also: 

a"&' - a '&" 
und schliefihch: 



46 Abachmtt I Eap I Die rationalen Zahlen Nr 3. 

Ganz analog wftrde sicli offenbar ergeben: 

T + ?$ 4 + > J e nachdem: 7 d gekehrt>); 

i* w 



(3) 

' a ' a" ' a 

DaB die durch Form el (II a), namlich: 

& , V (ct'b -f- a&') 
~a ~" a' *"* aa 7 

definierte Addition kommutafav ist, erkennt man onmittelbar daraus, daB 
die rechte Seite bei gleiohzeitiger Vertauschung yon a mit a", & mit &' 
ungeandert bleibt 

Bildet man sodann. 

&!.' I" /'I. I _t'\ 1." 

\ - (ffl ~f* do i 

a ' a'/ a" * aa' a^ 



a a a 

: 



*.JL(*L*L\ A 4- c^y+g'o 

a "*" \o' "*" o'7 " a "^ a' a" 



a a a 

so zeigt die tTbereiuqtamung der rechten Seiten, daB die fragliche Addition 
auch assoaiabv ist. 2 ) 

Eednziert sich der erste Summand anf eine ganze Zahl &, BO folgt 
ans Q-l (Ila), indem man a 1 setzt. 

y ^ g'l 4. y 
"""o'" o' 

1st nun -^ irgendein unecht&r Bruch, also c>a', so lafit sich c aUemal in 
die Form setzen (B. 6 ; S. 34, Gl. (2)): 

c -'& + &', wo: 1^6'<a', 
und man findet daher durch Umkehrung der vorhergehenden Qleichung: 



d. h 

Jbffcr unechte JBruch laftt sich darstdlen cAs Summe CMS ewer 

natwttchen Zdtt und einem echten Brwhe 

1) Die Beziebnngen (2) (mit Umkehrung) und (8) nebat den dnroh Eommu- 
takon der Addition darans herrorgehenden entapxechen genau den for natfltliohe 
Zahlen beatehenden: $ 2, (HI) (VIb). 

2) BezQglioh der Ausdehnnng der Defintbonen von Addition und Multyphkation, 
aowie des kommwtattven und assoeuxtivtn Verhaltena auf eine behebige Anzahl von 
Elementen in dem vorliegenden, wie aach in jedem spateren ahnliohen Ztuammen- 
hange aei em for aUemal auf die Defimtionen yon 2, Nr fi (8. H), } 4, Nr 6 (8. 29), 
aowie anf daa Beweiaverfahren yon S, Nr 6 (8. 22), 4, Nr 6 (8. 80) verwieaen. 
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1st ferner & > 1, sodaB also gesetzt werden kann. b = 1 -\- (b l\ 
so folgt durch umgekehrte Anwendung der Additionsfonnel* 

a == a ~^ a 
1st auch noch (&!)> 1 , also- b 1 = 1 + (I 2), so folgt welter: 

a a ~*~ a ~"" a 
und bei passender Fortsetzung dieses Verf'ahrens schhefihch: 

("} - =- - -I- 4- -J- 

T T T 

d.h 

Jerfer J5ntc^ , too b > 1, Jcann da/rgestellt werden als eine 

Sutnme von b Summanden 

a 

4 Bemerhtngen zur Multiplikationsformcl (III). Die Unveranderlioh- 

keit des Produktes zweier Brttche . -? auf Grand der Definitione- 

a ' a 

formel (HI), sofern man jene Brflche durch irgendzwei ihnen gleiohe er- 
setzt, erkennt man, unter Beibehaltung der in der vorigen Nummer 
benutzten Bezeichnungen, ohne weiteres aus der Beziehung: 



>' a/) ~(kk' a, a,') (a, a/) 
Daraus folgt wiederum msbesondere, dafi: 
,s & 6' 6 &" &' Z 



Umgekehrt ziebt auch die e'S^e dieser Gleichungen die iweife nach 
sich Man hat ndmlich, falls die erste Voraussetzung besteht: 

(660 C&6") 
(a a') "" (a a") > 
und daher nach (la)* 



sorait schliefilich: 

6' 6'; 
7-7T 7 ' 

Ganz analog wttrde sich offenbar ergeben: 

(7) - fl ^7 ^ ~ -yi, je nachdem: -^ ^ -^r , and umgekehrt. x ) 



1) Ygl. die analogen Beziehnngen fflr nattrhche Zableni 4, (V) (VH1) 
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Ferner ergibt sich aus den Beziehungen: 

l_ V m (bib-} 

a a' * (aa") f 

6 6' 6" (&&'&") 



a a' a" (a a' a") 

infolge der 'kommutativen und asso0iatwen Eigenschaften der rechten 
Seiten der Jcommutatwe und assogiative Cbarakter der betreffenden Bruoh- 
produkte. 

Urn auch noch die distributive Besohaffenheit festzustellen, hat man: 

6" (a'b + 06') &" 



aa 



aa'o" 

( q y 6") 



(a a") ^ (o'a") 

a a" "' a' a" 
Hiernaeh hat man insbesondere, wenn c > 1 



and gewinnt somit bei passender Fortsetzung dieser SohluBweise die fol- 
gende Yerallgememening der Formel (5): 



sodafi, analog wie bei der Multiplication zweier natttrhcher Zahlen, das 
Eesultat der Mulbplikation ernes Bruches | mit einer natttrliohen Zabl 
iner c-maligen Addition jenes Bruches gleiohkommt, 

5 Es bleibt noch zu zeigen, daB nach Einfuhrung der eigentiichen 
Brfiche die Division natttrlicher Zahlen stets wsfuhrlar wird, daB also 
die Grleichung: 



ax 



nunmehr stets eine und (in emem sogleich nooh naher anzugebenden 
ainne) nur erne Losung besitzt Da nSmlich: 



Nr. 1, M (HI,) 
(nach Nr. 2, Gl. (1)), 
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so 1st offenbar x = erne Ldsung der GL (9). Es ist aber auch die 
ewurige LSsung in dem Sinne, daB fQr jede anders leeeichneke Losung , 

7i' 7 

auf Grand unserer Definitionen unzweideutig die Beziehung - , be- 

steht, sodafi also das Zetchen -7 dieselbe ZaJd vorstellt, wie (vgl Nr. 1 
der Emleitung). Hatte man namhch: 

V 6/j i_ i. a &' a &\ 

a ~, = a (andeis geschneben: -7 T - ). 
u a \ laia/' 

so folgt aus der Umkehrung von Gl (6), daB 

V 6 

__. Da __ 

a a 



9. Die absoluten oder positiren rationalen Zahlen. 

Hire Addition, Multiplikation nnd Division. 

^ i 
^^ 1 Man fafit die nattirliohen Zahlen, eigentlichen und uneigentlichen 

Brfiche unter der GeBamtbezeiqli^ung der dbsoluten oder positiven ratio- 
nalen ZaMen zusammen. Dabei wird das Beiw^rt ..positiv" freilicb erst 

' 4 \ 

dur^h. erne weiterhin nocn yorznnenmende Erweiterung unseres Zahlen- 
rbrrats seme Rechtfertigvmg finden Wir wollen dasselbe jed'och schon 
jetzt ausscnlieBlich anwencfen 1 ),, teils um die Bezeiohnung spacer nioht 
svectseln zu mttssen, teils aber auch weil diese Antizipation sehr bald 
aoch in anderer Beziehung sich als zweokmaBig erweisen wird. 

Die naturlichen Zahlen, sowie die ihnen gleich geltenden uneigent- 
'ichen Snlche werden in diesem Zusammenhange als gartee, die eigent- 
'ichen Briiche als gebrochene positive rationale Zahlen bezeiohnet. 

Wie die Betrachtungen der vorangehenden Paragraphen gezeigt 
laben, ezistieren ftlr jede einzelne rationale Zahl unbegrenzt viele Zahl- 
seiohen, Man kann aber em vollstandiges System der positiven rationalen 
Zahlen bilden, in welchem jede Zahl einmcd und nur emmal yorkommt, 
ndem man aus jeder Klasse gleichgeltender Zahlzeichen ein bestimmtes 
ils Beprasentanten auewahlt, etwa fur die uneigenttichen Briiche die ent- 
iprechenden naiurlichen Zdhlen, fur die eigentlichen forGnredueierteFormen 
wobei es jedoch freisteht, im Bedarfsfalle jedes dieser Zahlzeichen durch 
)in anderes, ihm gleiohgeltendes zu ersetzen). In diesem System, dessen 
jinzelne Individuen wir generell wieder mit einfachen and zwar, zum 
Jntei sohiede von den bisher gebrauchten, Heinen griechtschen Buch- 

1) Da in dieaem Paragraphen von anderen rataonalen ZahJen als diesen ,,po- 
itiven" niohfc die Eede ist. werden wir ienei Beiworfc zuwailpm 
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staben a, &,?,- bezeichnen woUen 1 ), komint jedem dieser Zeiohen ein 
emdeutig bestunmter Platz innerhalb des ganzen Systems zu, und die 
auf Ghrund unzweideufager Yorschnffcen bestehenden Beziehungen von der 
Form a<p bzw. a>/5 besagen, auch wenn wir sie in die Worte kleiden- 
M a klemer als /3" bzw. &. groBer als /3", wiederum nichts anderea, als 
daB ein bestimmtes Ordntmgsgesetz besteht, naoh welchem a dem /3 
vorangeht bzw. nachfolgt. Besteht in dieser Beziehung fttr das System 
der posvtwen ratumalen ZaMen eine vollstandige Analogie mit der ur- 
sprfinghch betrachteten (nunmehr lediglioh einen Bestandteil dieses Sy- 
stems bildenden) Reitie der naturlichen Zahlen, so sind andererseits die 
folgenden zwei fondamentalen Unterschiede hervorziiheben: 

1) Die Reihe der natflrlichen Zahlen besitzt ein bestimmtes erstes 
Element, die 1; anders ausgesprochen. es gibt eine ^Tdeinste" natflrliche 
Zahl, namlioh 1 In dem System der positiven rationalen Zahlen existieren 
dagegen zu jeder Zahl noch unbegrenzt viele ihr yorangehende. Zunftohst 

hat man ja fflr jeden echten Brnch a die Beziehung < 1 Sodann 

ergibt sich aber weiter, wie anch der echte Bruch gewahlt werden 
mdge. 



Es gibt somd Tceme Ideinste positue rationale ZaJil. 

2) la der Beihe der natflrlichen Zahlen gehort zu jeder Zahl a eine 
uwmttelbar darattf folgende (a-f- 1), d. h. es gibt Tteine natttrliohe Zahl "hi 
derart daB: a<&<(a + 1), Nimmt man dagegen zwei positive rationale 
Zahlen a und K ganz beliebig an, so gibt es stets uribegrenxt vide ra- 
tionale Zahlen /S )} tnnschen {t a und a\ d. h der Bedingung < j3 < ' 
genflgend. Sei etwa* 

6 , ft' & 
-T' a -F>T' 
d.h: 

a6'>a'&, etwa- afc' a'6 + c wo: cl 



oder, wenn man die Brflche auf gleichen Kenner bringt: 



, 

oa ' oa 



l) Jedes dieser Zeichen , /?, y, kann also, je naoh Bedarf, tine nfttflr- 
liche Zahl oder einen (eigentlichen oder uneigentiiehen) Bruoh Torrtellen, dient 
alao im enten PaUe als Ersatz fOr einen einfachen lateiniiohen Buohstftben, im 
zweiten fQr ein Bnchstabenpoar von der Form 
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deutet dann n erne beliebige naturliche Zahl, grofier als 1, so hat 
in -welter: 

na'b , nab' . , ,, ,, , , >. 

- 7. a = - -, wo jetzt: nab na & + nc und nc *> n. 

naa ' naa ' 

sdann folgt aber- 

na ' b 1 nfl/b + 2 nq'6 nc 1 , 



naa naa naa' 

i, da es freisteht, n behebig zu vergrbBern, so ergibt sich damit die 
jhtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung 

Es ist also nicbt moglicb, alle zwiscben irgendzwei positiven ratio- 
en Zahlen a und a' liegenden, d. b. der Bedingnng </?<' ge- 
jenden rationalen Zablen /3 ,,der Grbfie nach" (d b. naob der Vor- 
irift (Ib) des vongen Paragrapben) geordnet anzusobreiben Aus diesem 
inde baben wir von yornherein im Gegensatz zu der Reihe der nattir- 
len Zablen nor yon dem System der positiven rationalen Zablen ge- 
ocben. Spater wild sicb freilicb zeigen, dafi man auoh dieses System 
Form einer tmbegrenzten Reihe anscbreiben kann, wenn man die For- 
ung fallen lafit, dafi deren Glieder in dem obigen Sinne der Grofle 
:h geordnet sein sollen. 

2 Smd a und a' irgendzwei positive rationale Ztthlen, so sind auf 
ind you Nr 3 und 4 des vorigen Paragrapben die Summe a -f- a und 

Produkt a a' eindeuiag definierte, im Gebiete der positiven ratio- 
en Zablen allemal wirklicb vorhandene Zahlen Zugleioh haben, ge- 
eso wie bei den nattlrlichen Zahlen, Addition und Multiplikation 
omutahyen und assoziativen ; die Multiplikation auoh distributiven 
irakter. Auch gelten ganz analoge Beziehungen, wie sie in 2, (III) 
(Vn) fur die Addition, in 4, (IV) (IX) fur die Mulfciplikation 
ttrlicher Zahlen bewiesen wurden, insbesondere (S 46, GL (2), (3); 
17, QL (6), (7)): 



Aus j < , 

Da ferner in den Formeln fllr die Addition und Multiplikation yon 
ichen scblieBhch alles auf Additionen und Multiplikationen natflrlicber 
ilen zurliokgeftthrt wird, so ersohliefit man ohne Schwierigkeit, dafi 
fraglicben Operation en unter Beibehaltung ihrer Grundeigensohaften 
b auf eme beliebige Anzahl positiver rationaler Zahlen ausgedehnt 
den kSnnen. 

Wir wollen nun zunftohst auoh nooh die in Nr 5 dee vorigen Para- 
phen fllr naiurlithc Zahlen erledigte Operation der Division auf unsere 
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rationalen Zahlen ttbertragen. Seien also wiederum a und a zwei posi- 
tive rationale Zahlen, BO verstehen wir nach Analogic (s 5, S. 32, GL (7), 
(12), (13)) unter der Division von a durch a die Bestimmung emer Zabl , 
welche die Gleicbung befnedigt: 

(3) g - ', 

und wir tadienen uns, urn die Abhangigkeit der vorlaufig noch vollig 
hypothetischen Zahl g zu den gegebenen Zablen cc und a auszudrUcken, 
auch der Schreibweise: 



tt 
Dabei kann dann das Symbol wieder als neues Zeichen fiir eine bereits 

vorhandene Zahl angesehen \verden ; sobald die eindeutige Existenz einer 
der GL (3) genugenden Zanl | nacbgewiesen ist. 

Wir betrachten nun zunachst den besonderen Fall a' 1, also in- 
dent wir der Deutlichkeit halber fflr diesen Fall | t statt \ sohreiben 
die Gleichung: 

(5) tffe - 1, 

aus welcher nach Analogic von GL (4) resultieren wtirde : 

(6) fc-f 

Sei nun etwa- 



a 
a 



so hat man auf Gfrund der Multiplikationsformel (III) des vongen Para- 

graphen : 

Jb_ a_ (o&) 1 
"" "" """ ' 



, vie die Vergleichung mit (5) zeigt: 
(7) -f-l, d L naoh (6): i-f. 

Es entspricht also dem Symbol eine im Gebiete der rationalen Zahlen 

allemal wirklich vorhandene und zwar, wie aus den Gleichungen (2) ner- 
rorgeht, eineige Zabl, welohe danr als die zu a reeiproke Zanl be- 
zeiohnet wird. 

Wird jetzt Gl (3) mit dieser Zabl multipliziert, so ergibt sich 
ohne weiteres: 
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also mit Berttcksichtigung yon Gl. (4) 



d.h 

Die Division der rationalen Zahl ct durcli die rationale 
Zahl a wird ersielt durch die MuUiplikation von a mut der reei* 
proTcen Zahl eu a. 

Daraus folgt, dafi man mit Brnchsymbolen von der Form ~ 
genau so rechnen kann, wie mit gewdhnlichen Briichen 1st namlich: 
= . a' = -r, so findet man mit Hilfe dei Formel (8): a - =- -,-,-, worau's 

' Ok V tttt0 

sich dann alles weitere leicht ergibt (z B 



10 Die Subtraction im Gebiete der positiven rationalen 

Zahlen. Vergleichungs- und Rechuungsregeln flir positive 

Diiferenzensymbole. 

1. Sind Oj, Oj zwei positive rationale Zahlen und a > o^ so lafit 
sich zeigen, dafi die Gleichnng 

(1) + i - a 

im Gebiete der positiven rationalen Zahlen erne und sodann, wie ans den 
Gleiclvungen (1) des vorigen Paragraphen hervorgeht, nur erne Ldsung | 
besitzt 

Setzt man in der Gl (1) etwa: 

a -5i a - * fwo abo- a & > & 1 

so geht sie nach Multiphkation mit a^a^ in die folgende liber: 

sodafi also: 

ein Ausdruck, welcher wegen a x 6, > a^b^ eine wohldefinierte positwe 
rationale, tiberdies, wie unmiticelbar zu sehen, der Gl (1) tatsachlioh ge- 
ntlgende ZaTil vorstellt. 

Ftthrt man also fur die nach aufaelSste Gl. (1), analog wie bei der 
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entsprechenden Aufgabe fQr natiirliche Zahlen ( 5, S 30 7 Ql (1), (4), (5)), 
die Bemeichnung eiu: 

(3) a a -i; 

so ergibt sick, dafi die durch das Symbol (! i) angedeutete Subirdk- 
bon im Falle a, > o^ innerhalb des Gebietes der positiven rationalen 
Zahlen ausfilhrbar ist und dafl WIT ein ^fferensensymbol" von der Form 
(<** i) ( wo a a> tf i) ft k w 6 ** 68 Zeich&n fUr eine wirklich vorhandene 
jwsifcw? rafconoZe Zahl ansehen kfinnen (s Gil (2)), welohe im ttbrigen 
der Beziehnng gentlgt' 

(4) (>-i) + i- *) 

Ein solches Differenzensymbol soil dann ausdrficklich als ein positives be- 
zeiohnet werden. 

TJm nun durch passende Verallgemeinerung dieser Diflferenzensymbole 
die Subtraktion rationaler Zahlen in jedem Falle ansfahrbar zu machen, 
schlageu wir genan denselben Weg ein, der uns bei den analogen Be- 
trachtnngen fiber die Division von den uneigentlichen Brflchen zn den 
allgememen positiyen rationalen Zahlen fQhrte, und werden uns daher 
(vgL 7, Nr. 1, am Schlusse) mit der Beantwortung der folgenden 
Fragen besohaffcigen. 

1) Wie entsoheidet man, ob zwei Symbole der betrachteten Ari^ 
(a s Oj) und (/3 2 &), als gleich anzusehen Bind, d.h. dteseUbe positive 
rationale Zahl vorstellen, bzw. welches der beiden Symbole als Kleiner 
oder grofier za gelten hat, d. L die Ueinere oder grofiere Zahl vorstellt? 

2) Wie lassen sich Summe und ProduU zvreier in der Form (a, ccj), 
(j3 s jSj vorgelegten positiven rationalen Zahlen duroh. Symbole dieser 
Art darstellen? 

2. Satz I. Es ist: 



I (a) aj-flfi-/?,-^, wmn: 0, + ft - ! + &, undwngekehrt, 
^ ' \ (b) a, a L ^ /3, /3 je nachdem: a, + fa ^ a, + 0,, twd umgekehrt. 

Beweis. Aus der Voraussetzung 

, + A - 4 + /3, 
ergibt sich durch Einsetzen der Beziehungen (s. Q-L (4)): 



1) Ed iflt stets 

(, !) + !> (, of t ) 

(B 8, 8 46, Gl. (8)), also nach GL (4) dea Teztea: 

( *i)<i 
fd h arerade BO wie fQr natflrhclie Zahlen t varl B 81. Fafin 
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(5) .-te-0 + i, A-(A-A) + A 

die folgende: 

fe-i) + i + A - i + (A- A) + A 
also, wie behauptet. 

-!- A- A- 

Umgekehrt geht aus dieser letzteu Beziehung durch Addition von 
a i + A "" a i + A ^ e vorhergehende und sodann durch Benntzung der 
Gleichungen (5) die Anfangsgleichung hervor 

Analog ergeben sioh die auf die Voraussetzungen ftf + A ^ ^ + A 
bezuglichen Behauptungen bzw. deren UmkehniDg, wenn man in den 
vorstehendenBeziehungen, abgesehen von den GHeicnungen (5), das Gleich- 
heitszeiclien durch das Zeichen < oder > ersetzt 

Zusatz. Ans (la) folgt speziell, -wenn y eine ganz beliebige positive 
rationale Zahl bedeutet: 

(6) (^ + y)-( l + y)-i fi (wegen: 

1st d < ! (also anch < Oj), so hat man auch: 

(7) (.-*)-(!-*)-,-!, 

wie man erkennt, wenn man in dem Symbol K S c 



einfohrt nnd sodann die in Q-l. (6) enthaltene Eigensohaft benutzt 

Zu jedeni poeitiven Differenzensymbol Co, o^) lassen sioh also un- 

begrenzt viele gleichgeltende herstellen. 

3. Satz II. Um die Summe stveier positiver IHfferentensymbdle dwch 

en Symbol gleicher Art dartitstetten, gilt die Formel 

(II) (a, - i) + (A - A) - (Ct + A) - Ci + A)). 

Beweie. Addiert man Oj -f- fa zur Zin&en Seite ron GL (II), so er- 
gibt sioh: 

(t-i) + (A- A) -f (! + A) - ((-t) + t) + A-A) + A) 



Ebenso durch Addition von i^ + ^ zur roWwt Seite von GL (II): 

((^,+A) - (*t+A)) + (i + A) - t + A. 

Hiernaoh findet man: 

(-!) + (A-A) + (i + A) - ((i + A)~(i + A)) 

nnd somit sohlieBlich, wie behauptet: 

Cor, - a,^ + r/3. - A) - ((, + j8.) -(,+ ft)^ . 
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4 Satz IH. Zw Darstettung des Produktes eweier powtiver Dtffe- 
renttmsymboU dwcb em Symbol giddier Art d^ent die Formd: 

(in) (-,) (A -A) - (iA + iA) - teA +iA)- 

Beweis. Aus 

(A-A) + A-A 

folgt durch Multiplikation nut einer beliebigen positiven rationalen Zahl y: 

y (A-A) + rA-yA 

also: 

y(A-A)-yA-yAi 

d h ffir ein solches Produkt gilt das distributive Gesetz. 1 ) Setzt man 
hier: y (^a-" !)? s folgt zunachst: 

(a ~ i) (A - A) - ( ~ i) A - (> ~ i) A 

also durch nodunalige Anwendung des distributiven Gesetzes auf die 
beiden Glieder der rechten Seite: 

(i-i)(A- A) - (iA-iA) - (iA-iA) 

Wendet man znr Umformung der rechten Seite die Gl. (6) m der Weise 
an, dafl man die dort mit y bezeichnete Zanl durch 
so ergibt sioh: 

- A) ra fe A - i A) + Ci A + i A)) 



und somit scbliefilich, Tvie behanptet: 



11. Yerallgemeinerte Bifferenzensymbole. Vollstftndlge 
Erledlgong des Sulbtraktionsprolblems. 

1. Wir ffihren nun alle mdglichen Symbole von der Form (a a 7 ) 
em, wo a und a' zwei ganz beliebige positive rationale Zahlen bedeuten, 
imd werden, zur Vermeidung eines Widerspruches mit unseren bishengen 
Bezeichnungen fflr die Subtoraktion, durch passende Rechnungsregeln be- 
werkstelligen, daB das Symbol (a a 7 ) gerade so, wie im Falle a > a', 
auch fQr a <| a' als LSsung des Subtraktionsproblems | 4- a' (siehe 
Gl (1) des vorigen Paragraphen) erscheint. 

Diese Symbole sind, solange a > a', kerne anderen, als die bisher 
betrachteten positiven und, wie bemerkt, als andere Zetchen fttr bereits 



1) VgL S 81, Fufln 
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vorbandene rationale Zablen verwendbar Sie Bind dagegen, falls a ^ ',, 
vollkommen neiie Zeicbenverbindungen, die wir jetzt dadurob zu neuen 
ZaTden machen wollen, dafl wir durch geeignete Regeln sowohl ihre 
Reihenfolge untereinander, wie auob ihre Stellung zu den bereits vorhan- 
denen Zablen festsetzen, sodann die gi undlegenden Recbnungsoperationen 
der Addition und MuUiplikation auf das so erweiterte Zablengebiet in 
moglicbster tTberemstinimung mit den bisberigen Festsetzungen und 
obne rait diesen in iigendwelchen Widersprucb zu geraten, iibertragen. 
Dieses Ziel wird erreicht, wenn wir die im vorigen Paragrapben unter (I) 
bis (III) fur den Fall a > a aufgestellten Beziehungen, die sicb doit als 
direkte ftbersetzungen der fur positive rationale Zablen bereits bestehen- 
den Regeln in die neue Bezeichnungsweise ergeben batten, nunmebr aucb 
fUr die Falle a <^ a als Definition der Gleichheit oder UngleicMieit, sowie 
der Addition und Multiplication gelten lassen Wir eetzen also fest: 

Es ist: 

I (a) (a, a'} = (/3 /3'), wenn ' a + /3' a' + /3, und umgehefirtf 
I 00 (') ^ QS /3'), je nachdem a -f /5' ^ a + /3, und umgekelirt. 

(II) Es ist. (a - ') + (0 - /3') - ((a + 0) - (' + /3')) 

(III) i?s ist ' (a - ') (/3 - f) - ((a/5 + '/3') - (/T + a']8)) 

Die hierin liegende Erweiterung des Geltungsbereicbes der im 
vorigen Paragrapben ebenfalls mit (I) bis (III) bezeicbneten Formeln lafit 
offenbar die bisher gewonnenen Regeln vollig unberilbrt, wahrend sie 
den im Falle a ^ </ bzw. ft ^ ft neu hinzutretenden Symbolen im Sinne 
der in 1 gegebenen Definition ^aAZcharakter verleiht 

Bevor wir die obigen Regeln im einzelnen emer genaueren Prttfung 
unterzieben, sei allgemem bemerkt, dafi dieselben aucb. die entsprechenden 
Beziebungen zwisohen "beUebigen Dtffercneensynibolen und positiven ratio- 
nalen Zdlden vollstandig bestimmen, da es ja freisteht, jede positive 
rationale Zahl a durch ein Differenzensymbol von der Form (( + y) y) 
zu ersetzen, wo ftir y jede beliebige positive rationale Zahl gewahlt 
werden kann 

2 Zur VervolLstandigung der in (la) aufgestellten Definition der 
GlewhJicit hat man zu zeigen, dafi dieselbe widerspruohsfrei ist, dafi also 
aus den Voraussetzungen 

auch allemal folgt: 

Nun besagen die obigen Voraussetzungen naoh (la), dafi: 
+ /3' ' 4- , B -I- v' - P 4- v , 
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woraus durch Addition folgt: 

also: 

und somit schlieBhcli, wiederum mit Benutzung yon (la), wie behauptet: 

In ganz analoger Weise ergibt sich aus den VorausBetzungen: 

(*-<f)p-f), QJ-jiO^fr-rti 

oder auch: 

(-0^ (0-A (0-/0<(y-/) 
allemal die Folgemng: 

(*-')< (y-y 7 ), 

sodafi also durch die Definition (Ib) die Snkzession aller moglichen, aus 
positiven Zahlen gebildeten Differenzensymbole eindeutig und wider- 
spruchslos bestimmt ist. 1 ) 

Nach (la) hat man insbesondere: 

(1) (' a) (f /J), wenn: (a a) (ft (T), 

und umgekehrt; dagegen naoh (Ib): 

(cc a) > Q3 /J), wenn: (ci ctj -^ Q3 /3 j ; 

(a' a) < (/3' p), wenn : (a of) > (ft ff) , und umgekehrt 

Aus (la) folgt noch, daB bei jeder Wahl der positiven rationalen 
Zahl y: 

und daB, mit der vorlaufigen Beschrankung y < und y < a', auoh*): 

(4) ((a y) (' y)) (a a 7 ). 

Zu jedem "bdiebigen Differenzensymbol gibt es also (gerade wie zu jedem 

1) InsbeBondere hat man ohne jede EinBohrankung. 

wenn < ', |? > jf. 

2) Da infolge der gemaohten Einschrftnkung (a y) und (' y) 
Symbol* Bind, BO hat man naoh 10 S. 64, 91. (4).] 

also dnroh Addition. 

. . ( y) + y + ' (' y) + y + , 

oder auch: 

( y) + ' (' y) + , 

woraua dann naoh (I a) die Eiohtiakeit yon GL (4.) herror<reht. 
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positiveri) nnbegrenzt viele ihm gleiche, namlich diejenigen yon der Form 
der hnken Seiten von Gl (3) und (4). Es lafit sich aber aucb zeigen, 
dafi dies alle iibeibaupt moglichen smd, dafi also jedes mit (a of) gleicbe 
Symbol (|8 ^ in einer der beiden Formen (3), (4) enthalten sem mu6. 
1st etwa zunachst /3 > a, so kann gesetzt werden: 

/3-a + y 
und man hat: 

(-0-(( + y)-/J f ), 
also nach (la). 

+ /3'=a'+a-}-y 
und somit schkefilich: 

/r-' + y. 

1st dagegen < a } so findet man, wegen > /3, durcb Anwendung 
des soeben gefondenen Ergebnisses: 

a ft -}_ y f a f |3' + y (wo: y < a und y < a'), 
und somit: 

p-u-y, p-a'-y. 

Setzt man in (3) und (4) '=- cc, so folg-t noch: 

(5) (Cy)-(y)) - (-), 

d L alle Symbole von der Form (a a) smd bei beliebiger Wahl der 
positiven rationalen Zahl a einander gleicb (wie sich. tibrigens auoh ganz 
unmittelbar durch Anwendung yon (la) ergeben haben wtirde). 
3. Um die Definitionsformel der Addition 

(II) (-*) + (ft-p) - ((a+-/3)-(a / + ^)) 

zu einer yollst&ndig einwandfreien zu maohen, ware wiederum nooh zu 
zeigen, dafi die rechte Seite ungeandert bleibt^ wenn man (a a'), (/3 
dnrch irgendwelohe gleichgeltende Symbole (i O; (&. / 
Da nun aus 

( a) (ofj l / ) folgt: of + */ ' + *i> 



60 ergibt sich duroh Addition: 

+ + /+fc'-*'+/J'+ai + /l l , 

und dies iet naoh (la) gerade die notwendige und hinreiobende Be- 
dingung fftr das Bestehen der Beziehung: 



sodafi also schliefilich: 
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Ale besonderer Fall ergibt sich hieraus- 

/n\ / f\ | / a flf\ ( rJ\ - 1- (ft. A *\ wr^Y'iTi / 'ft A*\ ( A - /? ^ 

Dieses Eesultat ist wiederum umkehrbar Besteht namlich die erste dieser 
beiden GHeichungen, so hat man nach (II): 

(( + - (' + W - (( + A) - (' + A')) i 
also nach (la): 

cc + + '+ A' - *'+ ^+ + Ai / + A' - /^ + Ai 
also schhefilich: 

In analoger Weise ergibt sich mit Benutzung von (Ib) 

je nachdem: (/S jSO ^ (A A') und umgekehrt 

Die rechte Seite der Formel (II) lafit sodann ohne weiteres erkennen, 
dafi die betreffende Addition Jcommuiattv ist. 
Bildet man ferner: 



BO zeigt die Beschaffenheit der rechten Seite, dafi diese Addition auch 
assosiativ ist 

Schliefilich bietet es offenbar keine besondere Schwieiigkeit, die 
Addition auf eine ~beliebige Anzahl von Differenzensymbolen auszudehnen 
und die Beibehaltang des kowmutativen und assogiativen Charakters aus 
den entsprechenden Eigenechaften der rechten Seite zu erkennen. 

Urn noch. die Formel (II) auf die Addition eines Differenzensymbols 
(a a) und einer positiyen rationalen Zahl /3 anzawenden, hat man mit 
Benutzung der am Schlusse von Nr 1 gemachten Bemerkung: 



also schhefilich (s Gl (3)): 

(9) ( a -') + / 3 ( 

Setzt man hier speziell /3 ', so ergibt sich, wegen (a -J- ') a' a : 

(10) (a- a') + a'-a, 

anders ausgesprochen: (a a'} ist in jecfem Falle, d h. insbesondere auch 
fur ft'^a, die Losung des Subtraktionsproblems. 

6 + '-, 
wie am Anfange dieses Faragraphen bereits angekiindigt wurde. 
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4. Die reehte Seite der Produktformel 
(IE) (a - (0 - /T) - ((/J + a'/3') - (/T + '0 

lafit ohne weiteres eikennen, dafi diese Multiplikation kommttfahv ist 

Urn wiederum nachzuweisen, dafi diese reohte Seite ungeandert bleibt, 
wenn man (a a') ; (0 /S') durch irgendwelche gleichgeltende Symbole 
(o^ a/), (A AO ersetzt, wollen wir zunachst den Fall betiachten, daB 
nur ems dei beiden Symbole, etwa (ft /?'), durch ein gleichgelten- 
des (/3 X /3/) ersetzt wird, und zugleich zeigen, dafi das entsprechende 
Ergebnis umJceJirbar ist, also: 



(11) (*-J)(p-fi-(*-*!)Vi-ti), 

Umgekehrt folgt aus der ersten Beeiehung die ewette, (wfi&r wenn 
a ' JT diesem leteteren Falle ist 

(12) (-)(|8--(-)(ft-/Ji'), 

o^we <to/3 ssimschen (ft ft), (A ftO wgendwdche Beeiehung eu bestehen 
braucht 

Be we is 1st > ', so ist (a a') eme positive rationale Zahl Be- 
steht nun die Voraussetzung (/3 /3') (fii /?/), so hat man nach (la). 



also durch Multiplikation mit (a ') (s. 9, Gleichungen (2), S. 61) : 

(13) (a - <00 + ( - A' - ( - O/3' + ( - <0 A , 

also mit Anwendung der nach 10, Nr 4 fur das positive Differenzen- 
symbol (a ') hestehenden Ihsfoributwitbt: 

(/3 - '# + ( ft' - '&') - (/3' - '/3') + ( ft - A). 
Hieraus mit Hilfe der Additionsformel (II): 

C(/3 + ft 1 ) - &p + a' A')) - ((/3' + A) - (^ + ' A)) 
und daher nach (la): 

(/3 + A') + (*/3' + A) (a/ 3 ' + A) + ( 
anders geordnet- 

(aft + 'fl + ( A' + * A) - (^ + rffl + ( A + a ' 
also wiederum nach (la)- 

(14) ((aft + '/3') - (/T + '/3)) - (( A + a* A') - ( A' + ' A)), 
und somit uach (III) 8chliefilioh ; wie behauptet: 
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Da man aber von dieser Gleichnng ans riickwarts schliefiend mit Be- 
nutzung der Gleichungen (2) des 9 auch wieder zur Ausgangsgleichung 
(jj ff) = (ft ft') gelangt, BO erkennt man auf diesem Wege zugleich 
die Richtigkeit der ausgesprochenen TJmkehrung 

1st zweitens ct < ' ; so wird (' a) eine positive rationale Zahl 
und man findet znnachst anf Grund des soeben bewiesenen Ergeb- 
nisses, daB: 
(15) (a' - a) (0 - f) - (a - a) (ft - ft'), wenn QJ - f) - (ft - ft 1 ), 

und umgekehrt. 

Die erste dieser Beziehungen besagt nach. (Ill), dafi: 



/3 7 )) - ((a'ft + ft') - (aft + a'ftO) . 

Gleionzeitig mit dieser Beziehung besteht aber nach (1) stets auch die- 
jenige, welohe durch. Vertausohnng der Klammeransdrilcke mnerhalb der 
Diflferenzensymbole daraus Lervorgent, d h 

((a/3 + '/3') - ('/5 + a|S')) - ((aft + a'ft') - (a'ft + aft')) , 
also auch, mit Benutzung von (III), die folgende: 



Somit ist diese erfttllt, sobald die Beziehung (/3 ft (/Si ftO voraus- 
gesetzt wird, und zieht auch umgekehrt diese letztere nach sich. 
Zur Erledigung des noch ausstehenden Falles a a hat man: 

(a - a) (j5 - f) - ((/? + a/3') - (a/5 + a/3')), 

((A + a A 1 ) - < a A + 



Die beiden rechtsstehenden Diflferenzensymbole sind von der Form 
(y y)., also einander gleich, ohne dafi irgendwelche Voraussetzung flber 
/3; P'J A> A' erforderlich ist Danach wird also ansnahmslos 



Da, me soeben bewiesen: 

(-<005-W-(-0(A 

so folgt mit Rucksicht auf die Kommtitativitat des Produktes, dafi anch 



Durch Kombination dieser beiden Beziehungen ergibt sich also, wie 
wiesen werden sollte: 



(16) (-')0--(i- 
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Neben den. Gleichungen (11) bestehen wiederum noch entsprechende 
Z/Mgleichungen, namlich: 

Ibt a > a', so hat man 



(17) (a-Otf-fl^C'-aOtfi-M, jenacMem- (0- 
wwd umgekehrt 

1st a < a', so Jiat man dagegen 

(18) C-Otf-$(-0(/i-A < ), jenacMem. tf-fl^Cft- 
umgeJcehrt. 

Beweis Im Falle ce > ' ergeben sich aus der Voraussetzung 



genau so, wie sichi oben die Gkichungen (13), (14) aus der entspreohen- 
den GZezc^ww^svoraussetzung ergaben, die entspreohenden Ungl&tchungen r 
also schliefilich wie behauptet: 

ta-a f )(|8-/3 l )$(-')0i-A') je nachdem: (/JHO^ft-A')- 

Ebenso erhalt man durch RtickwartsschlieBen mit Benutzung der 27w- 
gleichungcn (2) des 9 aucb die Umkehrbarkeit dieses Ergebmsses. 

Im Falle a < a' folgt hieraus zunachst, wenn man noch die Reiiien- 
folge dei Zeichen ^ yertausoht: 



:-)(/3i-M; je nachdem: (p- 
und umgekehrt. 

Durch Anwendung der Pioduktformel (III) geht das erste Unglei- 
chungspaar in das folgende fiber: 

(('/3 + up) - 



welches naeh Formel (2) das folgende naoh sich zieht (bei welchem die 
Reihenfolge der Klammerausdrtloke in den Differenzensymbolen, zugleich 
aber auch diejenige der Zeichen ^ vertauscht erscheint): 

((at ft + ttf) - ('jl + /3')) $ ((aft + a'ftO - (a'ft + aft')) 
und man findet sotait schlieBlich, wie behauptet: 

(-Otf-^(-0(A-A')> je nachdem: (^- 
und umirekehrt 
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5. Um den assoziativen Cbarakter der Multiplikationsformel (III) zu 
erkennen, bat man: 



und andererseits- 



wobei das zweite Resultat sich lediglich durch die Anordnung der Sum- 
manden innerhalb der Klammern yon dem ersten unterscbeidet, also da- 
mit zusammenfaEt 

In analoger Weise bat man zur Feststellung des disbributiven Cha- 
rakters 



und andererseits: 

Ca-flOOi-/) - (( + '')- (*' +')) 

+ ((ay +'/)( 



sodafi aucb bier die beiden Resultate scblieBlich. zusammenfallen. 

Weiter ergibt sicb danu obne besondere Schwiengkeit, dafi sicb die 
Mnltiplikation auf Grand der definierenden Formel (III) aucb auf beliebig 
mele Differenzensymbole unter Beibebaltung des Icommutativen und asso- 
ssiativen Cbarakters ausdelinen laBfc. 

6 In Nr. 3 (s. GU (10)) wurde gezeigt, dafi darch Aufaahme der (aus 
zwei poaitiven rationalen Zablen zusammengesetzten) Differentsensymbole 
in das System der zulassigen Zahlzeichen die Subtraktion zweier positirer 
rationaler Zablen a, a' stets cwsftthrbar wird. Wir wollen zeigen, daB 
dies aucn dann noch der Pall ist, wenn an die Stelle von a und a' zwei 
ganz beliebige Differenzensymbole treten, mit anderen Worten, dafi eine 
<Jleicbung von der Form. 

09) (6-O + G--(-0 

fltets eine LSsung (| I') besitzi Wendet man nftmlich auf die linke 
Seite die Addifionsfnrmftl ('TT^ nn an fnlort 
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((i + 0) - (I' + /J')) (-'), 

also nacli (la) 
anders geordnet: 

und somit wiederutn nach (la) 

(20) (S-rj- 

und man erkennt mit Bentitzung von (II), S 57 und Q-l (3), S 58, dafi 
das rechts stehende Differenzensymbol in der Tat dei Porderung (19) 
gentigt. 

Beeeichnet man also die Losimg der Gleichuug (19) naoh Analogie 
unserer bisliengen Festsetzungen in folgender Weiee 

(21) ( _ r) = ( _ a ')-Q3-,3V) 

so ergibt sicli fur die Ausfdhrung dei hiermit augedeuteten Subttdkhon 

die Vorschiiffc. 

(IV) ( - eO - Q3 - jT) - (10 + p) - (* + /)) 

Yergleicht man diese Formel mit der folgenden, unmittelbai aus der 
Definitionsfoi niel (II) fiir die Addition hervoigehenden- 



so ergibt sich, dafi auch die Beziehung besteht: 

(IVa) (-') - (/J-/T) - (-</) + OJ'-jS), 

wonach also die Subtraktion zweier Differenzensymbole auf die Addition 
zweier solcher zuruckgeftthrt werden kann und umgekehrt 

12 Einfttlming der Null nnd der iiegativon rntionaleu Zahleu. 

Absoluter Betrag. Die Tier Spezies im Gebiete 

der rationalen Zahleu. 

1 Veimoge der Beieioherung, welche unser Zablvoriat durch die 
Emfiihrung der allgememen Ditferenzensymbole (a a'} erfahren hat, ist 
zwar die Subtraktiou mnerhalb dieses Zahlgebietes stets eindeutig aus- 
rohrbar geworden. Immerhm leidet das so geschaffene Zeichensystem 
noch an eiuer merklichen Unvollkonimenheit. Wahrend namlich im Falle 
a > a zum Ersatz allei gleichgeltenden Syrabole (a a') ein ewfacheres 

1) Man bemerke, dafl als rechte Seite dieser Q-leichung %m aUgemevten noch 
keins der biaber zugelaasenea Differeuzeusymbole ersoheint Dies ware nur dann 
der Fall, \venn u > a', (3 > |3', sodafl (a a'), (|5 j^) positive rationale Zahlen 
rorstellen, d h. wenn es sioh um den bereita am Schluaae von Nr 3 erledigten 
Snezialfall der Subtiaktion handelt 
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Zeichen m Gestalt emer betimmten pusitiren rational /iilil vorlwnden 
ist, so findet, etwas uhnliches bis jet'/t nicht statt, fallH <" a r . KM rmifl 
offenbar auch bier wtinschenswert eischomen, joder Klasso von mibugromt 
vielen gleichgoltenden Symbolon entweder oin Iwsonders rinfaih gmatenpB 
als Reprasentanten zu eutnchiuen, etwa analog dor retiucuttrn Form finer 
Klasse gleicbor Briiehe, odor aber ihr om neuea emfachm'S tfrirhm KU- 
zuordiien, welches dann die llolle onies solcbon llopranontantcii inncrbalb 
des geordneten Zalileusy stems zu Ubornehmeu hatte. Die von UIIH anwi- 
wendendo Methode ]>erulit auf einer Kombination dieser boidcn Moglich- 
keiten. Indem wir zunachst don eistgonannten Wog ciuacblagon, werden 
WIT scblieBhch zu einei besonders onifacbcn und imturgemiilicn AuRwabl 
der ftti- die nicht positivcn Differenxenayinbole einznttlhrondon Krstit/.- 
zeichen gelangen, welche insbesondero dio xwisclien xwei Symbolon von 
derFonn( a') und(a' a) herrsohende Symmetric KU cliwakteristiBcbom 
Auedruoke bringen und tiberdios gostatten wird, auch noch dio bishor 
nur fttr positive Zahlen erledigte Division (mit omer oinxigen Auanabme) 
den innerhalb des nunmehrigen Zahlen gebiotos stots eindeutig aueftihr- 
baren Eecbnungsoperationen hinzuzuftigen. 

Ankntipfend an die Binftthruiigsart dor redusnnlen Jfnichf (a. H, Nr. 2 t 
S. 44), deien definierende Eigenschaft dann bostand, unter alien gleichen 
Brtichen den Tddnsten Zabler und Nenner zu besitzen, ko'nnto mnn ?,u- 
nachst darauf ausgehen, unter alien gleichenSymbolen(a ') (wo a'j^a) 
dasjenige auefindig zu maclieu, bei welchem sowohl a, als at eiuo fnog- 
tichst Tdeme ZaKl ist Denkt man sich a und a zunaohst beliebig (nur 
tt'^a) angenommen, so hat man nach 11, Gl. (4), S. 68, falls s < a: 



und es ist sorait ersichtlich, daB man zu jedem Symbole ( ') immer 
solche angeben kann, bei denen a und a! duroh kleincre Zahlen eraetzt Bind. 
Insbesondere wird der erste Beetandtoil (a e) ttnlegrenxt rerkleinert 
werden k5nnen, mdem man s immer naher an a heranrtloken lafit. Da eu 
aber Tceme kkinste positive rationale Zahl gibt (s. 8. 60), BO erecheint die 
Existenz eines voUkommeneu Analogous zu den reduzierten Brtiohen zu- 
nachst auBgeschloesen. Dagegen wttrde man offenbar AuBwicht haben, 
dieaer Ajialogie mdgliohet nahe zu kommen, wenn man geradezu a 
setzt: allein das auf diese Weiee sich ergebende Symbol 

((-)-(' -a)) 

gehdrfc in Wahrheit nioht mehr volletandig dem bisher ausschliefilich be- 
trachteten Typus an, da dasselbe als ersten Bestandteil nicht eine positive 
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genommene) Symbol (a a) enthalt. Ehe wir dieses Ergebms weiter 
verfolgen, wird es offenbar zweckmafiig sem, die Natur der in dern vor- 
hegenden Zusammeiihange gewissermafien als Ersatz fur dte feMende 
kleinste positive rationale Zahl zam Vorschem kommenden Zahl (a a) 
genauer zu untersuchen, em neues einf aches Zeichen dafilr einzufuhren 
und durch passende Spezialisierung der definierenden Beziehungen (I) 
bis (TV) des vorigen Paragraphen die entsprechenden Rechnungsregeln 
festzustellen 

2. Wie bereits am Schlusse von Nr. 2 des vorigen Paragraphen be- 
merkt wurde, sind alle Symbole von der Form ( ), unabhangig von 
der Wahl der posiiaven rationalen Zahl a, emander gleich, stellen also 
dieselbe Zahl vor. Ftir diese Zahl ftthren wir jetzt das nene Zeichen 
(j f NuXl ec ) ein, wir defimeren dasselbe also durch die Formel 

(la) 0-(-)-08-/f)-(y-y)- , 

unter a, ft, y, jede beliebige positive rationale Zahl verstanden. Die 
sonstigen Beziehungen, dieser Zahl zu den versohiedenen Elementen 
unseres gesamten Zahlvorrats (emschliefilich der selbst) sind alsdann 
durch die im vorigen Paragraphen eingefflhrten Definitionen (Ib) (III), 
sowie der daraus hergeleiteten, die Subtraktion betreffenden Formel (IV) 
vollstandig festgelegt und ergeben sich aus dieeen, indem man j3' j3, 
eventuell nach fiedarf auch a a setzt. Man findet (mit Hinzunahme, 
der far die Addition und Multiplikation bestehenden Kommutativitat) auf 
diese Weise zunaohst: 

Aus (Ib) (a a') $ (/3 13), jenachdem: a+/3^'+/3, d h. a^cc. 



I (-0-0- - 

\ (-) - (p-ir) - 



also nut Einftthrung des Zeichens (wenn wir in der letzten GHeichung 
der Gleiohfbrmigkeit halber nooh (a a') und (' a) etatt 03 /3') und 
(/?' /3) Bohreiben): 

(Ib) (a -cO^O, je nachdem: a^cc'. 

(2) ( ') + + (-') ( ce 1 ). 

(3) ( 0-0 (-') -0 
/ __ /\ P ^a a ^ 

O-^-^-^-tf). 
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Filr den besonderen Fall '= nehmen die Beziehungen (2) (4) die 

Form an- 

(5) + = 0, 0-0, 0-0 = 0. 

Um sodann die Fdlle K < ' und a > a schou auBerhch duich die Be- 
zeiclinung zu tiennen, wollen wir, wie bereits in 10, em fur allemal 
mit (a it 8 ) ; Q3,, /3 8 ) Zahlenpaare von der Beschaifenheit bezeichnen, dafi 

2>17 &>/V 

sodaB man setzen kann: 

(6) (*-J-y, (fc--a- 

wo y und d positive rationale Zahlen bedeuten 

Setzt man dann zunachst in der zweiten dei GUeichnngen (4) = s , 
'=!, so ergibt sich die Beziehung 

(7) fa a a ) = ( s i) 0- y 

Wir wollen dann schlieBkch, gleichwie die ^7M als Sitmmand (siehe 
G-l (2)) kemerlei EinfluB Ubt und claher ohne weiteres weggelaasen werden 
kann, m dem voiliegenden Zusammenhauge sie gleichfalls unterdriicken: 
wir bedienen uns also fdr y der veremfachten Schreibiveise y, so- 
daB also nimmehr unter der Voraussetznng j i = y, das Symbol ( y) 
oder auch ; wo em MiBverstandnis ausgeschlossen erscheint 1 ) y (onne 
Klammer) als dei gesuchte Eeprasentant allei gleichgeltenden Symbole 
(! j) gewonnen wnd Jede solche Zahl ( y) (lies: minus y) wird 
als eme negative lationale Zahl bezeichnet und ist, wenn ( s ~~ tt i) ="7; 
vollstanehg defimert duroh die Beziehnng: 

(8) (-y)^ _,)*), 

da ja (o^ s ) anf Giund des bishei gesagten beieits eine wohldefimeite 
Zahl voistellt 

Durch Einfllhrung von (cf 2 J y bzw (oj s ) -= ( y) an 
Stelle von (a a) m Grl (Ib) (4) ergeben sich fdr das Verhalten der 



1) D h wo keine Verwockslung des ledigliob zur Charakterisierong der be- 
tieffendea Zahl dienenden, rn.it dem Buchstaben y unhennbar veibundeuen ,,Vi>r- 
seichens" mit clem Operatwnsteichen der Siiltraktion atattfinden kann (z B wenn 
man statt dee Prodvltcs a(l) sohnebe a 6) Auch pflegt man eme direkte 
Kolhsion dieses Minuszeichens mit emem Operations^eicheii zu veimeideu und 
schreibt demnach 

o + ( 6), a ( C\ wcht a -\ t, a I. 

2) Man hat also 

(U, tO = fof^ ,1 
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posriivm nnd negativen rationalen Zahlen zur Null die folgenden Be- 
ziehungen: 

[I! v > ( v\< 

L J ^ \ * / ^ 

[2] y+0~0+y=y (-y) + - + (-y) _ (-y) 
[3] y . = y=*0 (-y) -0-0 ( y) =- 

{ y - (y) ( y) y 

Dainach gelten msbesondeie die folgenden Satze: 

Jede poMfove rationale Zalil ist yrofier, jede negatwe Tdein&r 
als Nidi 

Das Produld aus emer positiveii oder negativen rationalen 
Zcihl und der Nidi ist Null 

3 Zwei Zahlen von der Form (a 2 aj y und (e^ a 8 ) ( y) 
heifien cntgcgengesetzt Will man den Gegensatz emer positiwen Zahl y zur 
negativen ( y) besondeis pragnant hervorheben, so schreibt man ge- 
legentlich auch (+ y) oder + y statt y (a. z. B Ungl (10)) Auch bedient 
man sich zuweilen der Bezeichnungsweise (y) oder y, bzw. (Ty) 
oder T y, um anzudeuten ; dafi in dem betreffenden Zusammenhange so- 
wohl (+ y), als ( y) gewahlt werden darf Dabei hat man gewdhnlich, 
wenn mehrere solche Zahlen m emer Gleichung vorkommen, durchweg 
das-obere oder durchweg das untere Vorzeichen zu wahlen. Da nach 
Gl (II) des vorigen Paragraphen: 

(a a j) + (aj a,) = ((a, + cij) (j + a,)) - 0, 
so folgt: 
(ff) v + C y) . 

\ / * ' \ / / 

Fernei hat man wegen j + A < a s + A ^ me irgendwelche Em- 
Bchrankung' 

an der s geschrieben: 

(10) _y< + d, 

in Worten: Je^e negative rationale Zdhl ist "Kleiner als jede positive. 
Ist ferner: 

BO hat man: 
anders geschneben: 

und daher: 

i a. u^ -> Cfi 3^ (\ Ti v "** A 
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Durch Zusaramenfassung mit Ungl. [1] ergibt sich Homit, wenn y < d, 
die folgende Suk^ession: 

(11) -d<-y<Q<r<8 

Man bezeichnet die positive Zalil y auoh als den attsMeH Urtrag der 
negahveu Zahl ( y) und schreibt naoh deni Vorgange vofl WeioratraB: 

(12) -H-y 

wo also das Zeiohen | y \ bedoutet: dbsoluter Betray von ( y). 

Einei unter Umstanden zweckmftfiigen Gleichfb'rmigkait der Bezwch- 
nuug zuliebe ordnot man aucb der positivm Zahl y die namliche Zahl y t 
der die als dbsoluten Betray zu, und sohreibt demgemUB in tfberein- 
stiminung mit der in (12) emgefUhrten Bezeiohnungsweiae: 

(18) l + y|-y, |0|-o. 

Jede von veischiedene rationale Zahl ist durch ihren abaoluten Betrag 
aXl&m nooh nioht bestimmt, dazu ist nooh die Angabe n ihrfs VorgeicheruP 
erforderlich, d. h. die Angabe, ob eie eine positive oder negative Zahl sein 
soil Zahlen gleichen Voreeichens nennt man yleich'b&icichnet, 

You zwei Zahlen mit gleichem absoluten Betrage aagt man, eie teien 
,,absolut genommen" oder auoh n nwnen8ch u gleich. Die analogen Bezeich- 
nungen gelten fttr den Fall, dafi eine der beiden Zahlen eineu grofaren 
(bzw. Ueineren) dbsoluten Betrag besitzt, als die andere. 

Kit Bentitzung der vorstehenden Terminologie l&fit aich dai oben 
gefundene auf die Sukzession der nogatiren Zahlen beztigliche Reaultat 
folgendermafien formulieren: 

Von ewei negative* Zahlen istdiejenige die Ideinere, todcheden grtiflerm 
absoluten Betrag besitot. 1 ) 

Oder auct, wenn man, wie h&ufig geiohieht, die Bezeiohnungen 
w kleiner" bzw ,,gr86er" im Sime der Sufaesaion (11) nooh auidrtloklioh 
duroh das Beiwort t ,algebraiscli, u oharakterisiert: 

Von ewei negatives Zahlen ist die mtmerisch ffrb'fare dit algebraisch 
Ueinere (wahrend bei positiyen Zahlen die Begriffe numerisch und alga- 
braisch grOfier bzw. kleiner zusammeufallen). 

4. IB bleiben nooh die Begeln fUr dai Beohnen mit tupotftwi bzw. 
mit negativen und positive*. Zahlen zu erledigen, was offenbar lediglioh 
darauf hinauslauft, die im rorigen Paragraphen fflr dai Reohnen mit 

1) WWuend alio die positivm Zahlen gleichzeitig mit ihr*n abiolnten B- 
tr&gen beatiLndig waohsen, nehmen die negativen bei waohscndwi abioluten Ba- 
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Differenzensymbolen festgestellten Regain m die neae Bezeiohnungsweise 
zu flbertragen. 

Addition. Man hat nach (II) x ) 

<A-t) + (ft-ft) - (K + ft) -(s + ft)) 

--((* + ft) - (! + ft)) (s. S. 68, FuBn. 2) 
--((- i> + (ft - ft)) (nach (H)), 



d 

(14) (_,,) + (_ 

Ferner folgt aus (IV a) (rttck warts gelesen) : 

(|-i) + (ft-ft) -* (-i) - (ft-ft), 

also (wenn man noch die Kommutativitat der linken Seite, sowie Gl. (10) 
des vorigen Paragrapheu (S 60) benutzt) : 

<-* wenn: > d 



Dafi die Addition wiederum fcommutahv und assoeiativ ist, bedarf keines 
weiteien Beweises, da ja diese Eigenschaften fur die zu Ghrunde liegenden 
Differenzensymbole ausdrflckhch festgestellt wurden. Das analoge gilt 
bezuglich der tFbertragbarkeit der Addition auf eine beliebige Anzahl 
von Summanden. 

MidtipHltation Man hat, wie sioh nnmittelbar mit Hilfe der Defi- 
nition (III) ergibt: 



also: 

(16) (_y).(-d)_ 

Hieraus speziell: 

(IGa) (-1) (-<J)- 

Femer folgt aus (IE): 



.68 ; FuBn.2) 
--((i-i)A-A)) 

" 



Hieraus speziell: 

(17a) (-l)-d--d. 

1) Dieae rOmirchen Zablwi beadehen aioh durohweg auf die betreffenden For- 
meln dei voricren Parafftsohen (B 57. 65V 
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Bezflglich der JErhaltung der ftlr die Multiphkation charakteristischen 
Grundeigenschaften und der "Obertragbarkeit der Multiphkation auf erne 
beliebige Anzahl von Faktoren gelten die oben im AnschluB an die Ad- 
dition gemachten Bemerkungen. Hier sei nur noch dei folgende, zu- 
weilen ntitzliche Satz hervorgehoben, dessen Richtigkeit aus den Be- 
ziehungen (16), (17) leicht erkannt wird: 

Das Prodiikt^einer lehebtgen Anedlil posihier und neyativer 
Faktoren ist posttiv oder negatw, je nachdem die Unsold der ne- 
gativen Faktoren eine gerade oder ungerade ist. 

SultraMon Aus (IV a) ergeben sich die drei Beziehungen- 
(i -) - (A- A) -(!-) + (A A) 

(!-!) - (A -A) - (!-) + (A- A), 

also in unsere jetzigeu Bezeichnungen Hbersetzt: 

(18) y ( d) y + $, 

(19) (- y) - 9 - (- y) + (- d) - - (y + 5) (nach Gl (14)), 
. r=(tf y), wenn: # > y 

l= (y d), wenn: tf<y j ) 

Division Da die Division zweier positiver rationalei Zahlen bereits 
erledigt ist ( 9, Nr. 2, S. 53), so handelt es sich nur noch um diejenigen 
Falle, bei denen mindestens eine der beiden gegebenen Zahlen eine nega- 
tive ist, also um die Bestimmung emer Zahl X, welcne einer der folgen- 
den drei Gleichungen genfigt: 

sodaB man nach Analogie der bisher benutzten Bezeichnungen zu setzen 
hatte: 

f \ ~tr * /v\ -rr (~~ fl) f \ -vr ( 8) 



Ein Blick auf die Multiplikationrformeln (16) und (17) zeigt, daB 
den beiden ersten Gleichungen nur erne negative, der letzten nur eine 
positive Zahl geniigen konnte, sodafi ea zweckm&Big erscheint, zo. sub- 
stituieren: 

m(a)und(b): X |, in (c): Z-|, 

wo g eine wesentlich positive Zahl bedeutet Hierdurch nehmen die obigen 
drei Gleichungen die folgende Form an* 

(-y) (-0-*, y(-l) *, (-y) I--* 

1) Vgl die letzte der Formeln (15). 
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Wendet man auf die linke Seite der ersten GHeichung die Form el (16) 
an und multipliziert die beiden anderen mit (1), BO folgt mit Berttck- 
sichtigung von (16 a): 

yfi-*, y-6-*, v 6-*, 

also in jedem der drei FSUe: 



A 

somit in den beiden ersten: X =-, im letzten. X , 
sodafi sich schliefihch ergibt: 



( y) y ' i v ' ( y) y 

Ale Resultat der fraglicben Division erschemt also in jedem Falle eme 
bestunmte rationale Zahl Man erkennt auch leicht mit Hilfe des Satzes 
Gl (11) des vongen Paragraphen, dafi es nur eine solohe Losung gibt. 
Beachtet man noch, dafi nach [3]: 

y-0-0, (-y) 0-0, 

so gewinnt man als Erganzung zu den GUeichungen (21) noch die fol- 
genden 

(22) --0, 7-^-0. 

^ j y ' ( y) 

Andererseits folgt aber aus ( y) 0, dafi keine positive oder nega- 
tive Zahl X existiert, welche der GHeiohnng genugt: X = $ (wo d 

f I S\ 

von Null verschieden). Somit ist die Division ^- in dem vorhegenden 

Zahlengebiete unausfuhrbar und das Symbol ^ ' ist ainnlos 

Man kSnnte dagegen zunachat versucht sein, aus der Beziehung 
= zu sohlieBen, dafi sein mttfite. Indessen hat man ja 
auch fttr jedes van Null v&rschtedene y: ( y) 0, woraus mit dem 
namlichen Rechte zu folgern ware : -g- y. Mithm hat auch das 
Symbol y bzw. die Division von durch keinen bestimmten Sinn. 

5. Durch die Vereinigung der fosvtiven und negativen rationalen 
ZaWen und der NuU 1 ) entsteht das System der rationalen Zahlen, dessen 
einzelne Individuen wir im folgenden durch grofie lateinische Buch- 
staben: A, B, C,- - bezeiohnen wollen. 

Aus den bishengen Betrachtungen geht hervor, dafi das System der 
rationalen Zahlen ein geordnetes ist, d h. dafi nach bestimmten Vor- 

1) Man pflegt die Null auoh zu den ganeen Zahlen zu rechnen. Doch nimmt 
sie offenbar innerhaVb des Systems dei ganeen, geradeao wie in demjenigen der 
rationalen Zahlen eine Sondentellung em 
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schnften stets unzweideutig festgestellt werden kunn, wt'lcher der droi 

moglichen Falle 

8 A<B, A-B, A>li 

in Wahrheit stattfindet ) 

Ferner smd die vier ,,rationalen {( Ilecfmungsvperationen der Addition, 
Subfcraktiou, Multiplikation, Division odor, wie man kdrzor vsu sageu 
pflegt, die vier Speisies, nut einzigem Ausschlufi der Division (lurch Null, 
im Gebiete dei rationalen Zablen etets eindeutig ausfUhrbar, 
Wir kndpfen hierau zun^chsb nocb folgonde Bumerkungen. 
Sin d A, S irgendzwei von Null verachiedene rationale Zahlen, ao 1 1 at ui an : 

A-\A\ oder 4--|.4|, J5-|B| oder J?-|J^|. 
Hiernach bestehen fOr die Summe A + J? die vier MOgliohkeiten: 

1-^1+ \S\ 
- A\+ |JB| - \B\-\A\ (B.GLC16)) 



Da ferner, wie unmitfcelbar erkanat wird: \ A.'\ |ji'| und daher 
-l^ll-ll^l |J?||, so bestehen fUr den abaoluten Beia^g der 
Summe (A + B), also fttr \A + B\ die irwei Mttglichkeiten : 



Da die erste dieser beiden Zahlen offenbar die grSBere ist 1 ), so laBt gich 
die vorstehende Betraohtung in den folgenden Satz zusammenfaaBen: 

Dear absolute Betrag der Summe tweier von Null wrachiefoncr 
rationale Zahlen ist htichstens gleioh der Summe und mindestena 
gleich der dbsolut genommenen Different ikrer absolute* Befrtige. 
Der erste Wert wird erreicht bei gleictom t der iweite boi 
Vorteichen der leiden Zahlen.*) 



1) Inaboiondeve bedeuten die Beziehungen: 

^l<0 bzv J.>0 
oviel alt. A irt negativ bzw. A 1st fotitiv (i. Nr, 9, S. 69, Gl. [1]). 

2) Bind , /J swei potitiw rationale Zfchlen, BO hat man, wnn >/?: 



, / , wenu: a < fl, 

so folgt, dafi in jedem FaUe: 

|-jJ|<4-/?. 
8) In dew oben ausgesohloiseuen pU ei A bw. JB * bat man offenbari 



I T>l _ I w I 
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Der auf den Hochsfcwert des abeoluten Betrages bezfigkche Teil 
dieses Satzes lafit sich offenbar (wie tibrigens durch vollstandige Induk- 
tioii leicht bestatigt werden kann) auf eme behebige Anzahl von Sum- 
manden tibertragen, also 

Der absolute Betrag der Summe "beliebig vieler rationaler 
Zahlen ist hochstens gleich der Summe itirer dbsoluten Betrage 
Dieser Hbclistwert wwd dann und nw dann erreicht, wenn alle 
Zahlen gleichleeeichnet sind 

Fur die Different zweier rationaler Zahlen gilt ein analoger Satz, 
wie del oben filr ihre Summe ausgesproohene Denn die vier f(ir diese 
Differenz bestehenden Mdghohkeiten, namlich: 

\A\- \B\ 

-\A\- \B\ --(|^| + |B|) (s.Gl(19)) 

- \A\ + \S\ (s.GL(18)) 

-- \A\ + \B\ -\B\-\A (s GL(20)) 

sind von den oben flir die Summe festgestellten nur durch die Anord- 
nung veracbieden, und man findet. 

Der absolute Betrag der Different! eweier von Null versotrie- 
dener rationaler Zahlen ist hochstens gleich der Summe und min- 
destens glewh der absolut genommenen Different ihrer dbsoluten 
Betrdge. Der erste Wert wird erreicht bei verschiedenem, der sw&te 
lei gleichem Vorgeichen der leiden Zahlen. ^ 

Auoh der auf den absoluten Betrag einer Summe beliebig vieler ra- 
tionaler Zahlen bezugliche Satz lafit in semem ersten Teile noch eine 
Erweiterung in dem Sinne zu, dafi an die Stelle beliebig vieler durch das 
Pluszeichen verbundener Gheder solohe mit negativem Zeichen treten 
kfinnen, ohne das betreffende Ergebnis zu alterieren Dies leuchtet un- 
mittelbar em, wenn man nooh festaetzt, dafi unter ( A) oder A } wie 
dies bei positivem A bereits der Fall ist, stets (d. h. also sohlieBlich: auoh 
wenn A negatw ist) die zu A entgegengesetgte*) Zahl verstanden werden 
soil. Alsdann lafit sich namlich jede subtraktive Verbindung A B duroh 
die additive A + ( B) ersetzen, und man erkennt auf diese Weise ohne 
weiteres die Richtigkeit der Beziehung: 

(23) |A^-4, ilAI + !^.l + --- + KI 

auch wenn das Zeichen so verstanden wird, dafi in jedem einzelnen 

1) lit J.o-0 bzw. JB 0, ao hat man wiedernm. 

\A-S\-\A\ + \B\~\\A\-\B\\. 
*) D. h. A 4- (- A) 0, s Nr. 8. Gl (9) dieses Paiagrapheu (8. 69) 
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Grliede ganz nach Belieben das obere odei untere Zeichen gewahlt wei- 
den darf. 

6 Da sich die rationalen Zahlen A, B von den absoluten Betragen 
\A\, \B\ nur duich das Vorzeichen unterscheiden kdnnen, so findet die 
analoge Beziehung zwischen den Produkten AB und |-4|-|_B| statt. 
Daraus folgt aber unmittelbar, dafi 

(24) \AB\-\A\-B\. 

Da sich diese Schlufiweiee unmittelbar auf eine beliebige Anzahl von 
Faktoren tibertiagen lafit, so gilt also der Satz: 

Der absolute Bekag eines ProduJctes leliebig vieler rationales 
Zahlen ist gleicli dem ProduJde ihrer absolaxten Betrage 
Daraus folgt, dafi der absolute Betrag eines solchen Pioduktes, falls 
keiner der Faktoren Null ist, erne bestimmte positive Zahl sem mufi 
Mithin ergibt sich uingekehrt: 

1st em Produkt gleich Null, so inufi mindestens einer der 
Faktoren Null sem. 

B B 

Ersetzt man m GL (24) B durch -j- und beachtet, dafi A -r = B, 

so folgt zunachst* 

\B 
und daher* 

(25) 
d h. 



B\ 



A\ > 



Der absolute Betrag eines Quotoenten, ist gleidt dew, Quoiienten 
der "bebreffenden cibsoluten Betrage 

Schliefilicn mbgen tier noch die folgenden Ungleichungen angemerkt 
werden 1st 

(26) B<B' bzw. B>B f , 

BO hat man auch: 

(27 a) AB<AB' bzw. AB>AB f , falls A>0 

Dies folgt unmittelbar aus 11, Formel (17), S 63 (wenn daaelbst gesetzt 
wird (a a')-=A, (ft ft") B, (ft - ft') B' B und B f ktfnnen 
dabei ganz beliebige, auch verschiedene Vorzeichen besitzen) 
Dagegen ergibt eich aus (26) (nach Formel (18) a a. 0): 

(87 b) AB>AB' bzw AB<AB', faUs A<Q 

Es gilt also die Regel Muttiplieiert man irgendeine Ungleichung ewischen 
rationalen Zahlen mit einer negativen rationalen Zahl, so ist das Zeichen < 
durch das Zeichen > eu erseteen und umgekehrt 
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Insbesondeie folgt aus den Voraussetzungen (26), weun man J.= 1 
setzt, daB' 
(28) -B>-B f bzw. -B<-B r . 

Smd B und B f gleich bezeichnet, sodaB also BB' > ; also aucli 
=-v > 0, so folgt durch Multiphkation von (26) nut T>> ' 



i., ^ 

~B 7< ~]f bzw B 7> '5' 
anders geschneben: 

(29) i>^ bzw. i<-j,. 

Smd dagegen B und JB' ungleich bezeichnet, also -^-^r < 0, so er- 
gibt sich auf dieselbe Weise (wie Hbrigeiis auch unmittelbar aus dem 
Umstande hervorgeht, daB jede negative Zahl klemer 1st als jede positive) 1 

(29b) i< 



13 Potenzen ratlonaler Zahlen mit ganzzahligen Exponenten, 

1 Bedeutet A eine behebige rationale, n eine natilrbcLe Zahl, so 
wolleu wir fflr das Produkt aus n gleicben Faktoren A die abgektirzte 
Bezeicbnung einfttnien: A n (in Worten- A hoch n oder A zur n^ ), so- 
daB also dieses Zeichen A n defimeri ist durch die Beziehung: 

(1) A n = A-A> -A. 

n raal 

Die Zabl A n neiBt alsdann die te Potent von A, wShrend A in diesem 
Zusammenbange als Basis f n als Exponent der betreffenden Potenz be- 
zeicbnet wird. Die l ta Potenz von A ist offenbar als identisoh mit A zu 
definieren Die 2 to ; 8 to und 4* Potenz werden auch Quadrat, &ibus, 
Biguadrat genannt. 

Auf Grund der obigen Definition 1 ) ist die Potenz mit positivera 

1) Bei dieser Definition vnrd von vornherein von dem Begtiffe dez Aneahl 
Gebrauch gemacht. Die Potenz ersohemt dabei als Ergebnia emer n mal wieder- 
holten Multiplikation, analog wie man ja auoh die Maltiphkation einer nattir- 
liohen und sogar einer behebigen rationalen Zahl mit einer nattixliohen Zahl n 
ale eine n mal wiederholte Addition desaelben Snmmanden hatte definieren kOnnen 
Andererseits lafit aion auoh die Potenzierung analog wie die Addition und Multi- 
plikation olvne Benutzung dee Anzablbegriffs definieren, nllmlicli durch die An- 
fangsgleichung . 

J. 1 -^ 
und die Rekamonsformel . 
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(und, wie sicli weiter tmten zeigen wird, auch mit negativem) gang- 
gaMtgen Exponenten nicht das Ergebnis einer neuen Rechnungsoperation, 
sie gehdrt vielmehr durchaus noch dem Kreise der vier Speeies an Sie 
ftthrt eret zu einer neuen Rechnungsoperation, sobald man auf Grand ge- 
eigneter Festsetzungen auch nicht-ganee Zahlen als Exponenten zulaBt. 
It m eme zweite nattirliche Zahl (die eventuell auch = n sein darf), 

so hat man* 

A m >A n >= A A-- A A A-- A 

m mal n mal 

=~A-A>A >A A 



(m + n) mal 

und findet auf diese Weise die fttr das Rechnen mit Potenzen und fttr 
die weitere Ausbildung des Potenzhegriffes gumdlegende Formel: 

(2) A m A n A m+n 

Durch Ausd^ehnung dieser Foimel auf das Piodukt einer beliebigen An- 
zahl (jfc) von Potenzen mit den Exponenten n t , ; * ergibt sioh die 
Verallgemeinerung: 

^ A"* - A"* 



und, wenn man sodann samthche Exponenten emander gleich, etwa = n 
setzt, sodaB die linke Seite m die X,* Potenz von A n (ibergeht: 



(4) U")* 

r 

Da der Exponent nk von der Reihenfolge der Zahlen n und k unab- 
hangig ist, so findet man weiter: 

(4a) (A*) - A* 



Bedeutet auch B eine beliebige rationale Zahl, so hat man auf 
Grand der Definition (1) zun&chBt: 

A-B*-A A-- A B-B -B 



n mal n mal 

(AB) -.(AB 



nmal 
nnd go mit- 

(5) A-B n -(AB). 

Ersetzt man in dieser Formel B duroh -- und beachtet, dafi auf Grund 
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der Definition (1) und der Multiplikationsformel fur Quotienten ratio- 
naler Zahlen (vgl 9 am Schlusse, S 53) die Beziehung besteht: 



so folgt: 



Die Operation dee Potenzierens 1st wtcht assoeiafov, wenn man mit 
diesem Ausdrucke die Gleichheit von (a m ) n und a^'") bezeiohnen wollte. 
Derm nach GL (4) hat man: (a n ') w = a"' n und andererseits 1 ): 

mn < w n 
mit folgenden Ausnahmen n -= 1 und w M 2, in welchen Fallen: 



und m 1, n > 1, in welchem Falle' 



Ebenso wenig ist das Fotenzieren eine Twmmutative Operation. Dies ist 
solange selbstveretandlioh, als die Auswahl dec Exponenten auf natwrliche 
Zahlen beschrankt bleibt, wahrend fttr die Basen von vornherein beliebige 
rationale Zahlen zngelassen warden, kommt jedooh bereits vollstandig 
zum Ausdruck, wenn man auch ftlr die Basen nur natiirhche Zahlen in 
Betraoht zieht Es lafit sich nfimlich zeigen, dafi mit AusschluB der zwei 
speziellen Falle a 2 und m 3 oder m 4 stets: 

(7) a m > w a fflr: n > a > 1 s ) 

Zum Beweise mtiesen wir die erst im folgenden Paragiaphen abzu- 
leitende ,,Binomialformel" (s. S. 88, Gl. (4)) mit heranziehen Dar- 
nach ist: 

a(a-l)(a-2) 
1 2-8 ~ 




<3 



1) Ygl. Nr. 8, 8. 88, Fnfin 2. 

2) Der Fall a 1 soheidet Belbfltveratandlioh von vornherein aui, da ftlr 
jedes in ]> 1 1 
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und daher durch Multiplikation mit a" und Anwendung dei For- 



fUr 



Die Formel (7) gilt also zunachst fiir a ^ 3, m a + 1 und kanu 
unter der eistgenannten Voraussetzung durch vollstandige Induktion 
leicht allgemein bewiesen werden Angenommen nanihch, man habe fUi 

irgendem n ^ 1 
~ 



so folgt* 

(a 



<a 



-+- 



womit die Allgememgflltigkeit der Formel (7) f fir a ^ 3 bewiesen ist 
In dem noch flbng bleibenden Falle a 2 hat man zunachst- 

23 = 8; 3*. 9, also: 2 8 <3 S , 

24 = 16, 4 s = 16, also: 2* -4 s , 
die beiden oben erwahnten Ausnahmefalle Dagegen ist 

2 6 = 32, 5 a = 25, also: 2 6 >5 2 . 

Ist nun fttr irgendem m > 4 

wz 9 < 2 m , 
so folgt: 



2 2" 

d h. die Formel (7) gilt auch im Falle a = 2, sofem nur w ^ 5 

2 Setzt man in der Hauptformel (2) m + n ', also n w' <, 
so folgt zunachst: 

A* -A*'-* A*' (n'>) 

und hieraus, wenu man wiedei statt M' sohreibfc, durch Division 
mit A n - 

(8) -A" -* (n>) 



Da die rec7ife Seite dieser Formel auch fiir in ^n emeu Sinn behalt, so 
wollen wir festsetzen, da6 sie m diesen Fallen als Definition der linlen 
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gelten soil Darnach ergibt sich also filr m*=*n als Definition von A: 

(9) ^-l, 1 ) 

sodann f ttr m > n zunaehst : 

An-*m __ * _ 1 

(A m \ A*-* 
(^J 

und daher, wenn man n m = m f (wo m' > 0) setzt 

(10) 



Man erkennt leicht, doB auf Grund dieser Definition die Potenzen mit 
negativcn ganzzahLgen Exponenten denselben Reckaungsregeln gentigen 
(insbesondere den m den Formeln (2), (4), (5) enthalfceuen), wie die- 
jenigeu mit positiven ganzzanligen Exponenten 

So folgt zunackst ans Gl (8) mit Bentitzuug der Definitionsglei- 
chung (10) als Analogon zu Formel (2) : 

(2a) A* A~ m A n ~ m 

und als weiteres Aualogon. 

/OM A-n A-n m _L JL 1 4-( + n) 

^ D ; -* A A* A m 

Ferner ergibt sich: 



(4c) 



3. Bedeutet cc, wie bisher, erne positive rationale Zahl, also ( d) 
eine negative, so hat man offenbar: 

(11) (-)'"-', dagegen: (-a) 8m+1 -- ( 9m+1 ), 
also spezieU: (- 1) >BI + !,( J)*+i - 1 



1) Dabei 1st ausdriioklioh Torauszusetzen, daB A von Null wrsehteden let 
Wahiend namhoh die Definitionagleiohung (1) auch nooh fBr A * ihreu Sinn 
behalt und demgemafi unbedenfclich O n zu aetzen 1st, BO wild Gl (8) im Falle 
A = 0, nut RflokBicht auf die UnmOgliohkeit der Division dutch Null, mnnfcw. 
Danaelbe gilt somit von der daraus gezogenen Folgerung (Q), und das Symbol 

entbehrt daher geradeso einea beatimmten Smnes/wie das Symbol 
2} Auch bier selbstveratandlioh mit Aussohlufi von -4 = 0. 
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1st /3 > a, > 0; so hat man offeul3ar: 
/1 2} /S" > ", "^ umgekelirt. 

1st > 1, BO hat man: KO a O 8 nsf, allgemem. 
(13 a) c">ft m , weww >, und umgdffJiit 

Dagegen 1st offenbai im Palle a < 1 : 
(18b) a"<a ffl , wenn n>m, und umgeMrt. 1 ') 

Es nehmen also die Potenzen eines positiveu uuechton Bruohes mit 
wachsendem Exponenten bestfindig zu, die eines echtcii Bruches be- 
standig ab. DaB diese Zu- bzw. Abnahme bei unbegrenzt waehsendem n 
selbst erne unbegrenzte ist, erkennt man am leichtestea mit Hilfe der 
auch sonst haufig benutzten Ungleichung: 

(14) (l + dJ">l + * (<*>0,w^2), 

deren Richtigkeit aus dem im naobsten Paragraphen herzuleitendeu sog. 
bmomischen Satze folgt, jedoch auch leioht duroh ToUstundige Induktioa. 
direkt bestatigt werden kann Angenommen, Ungl, (14) gelte ftlr irgend- 
ein bestimmtes n, so hat man: 



Da nun: 



so ist damit die Allgemeingttltigkeit von Ungl (14) bewiesen. 
Daraach hat man, falls a > 1 : 

(15) a" - (1 + (<*- !)) > 1 + (- 1) '), 

1) Ana 

I?" mm a * bzw y" y n (wo y ^ 1) 

folgt alflo stets 

9 w a bzw n m. 



2) Ist a ^ 2 , n ^ ? , BO hat man 

* > tta, 
nnr im Falle 2, n - 2 

a" na. 

In der Tat findet man fflr n 8 

8* 2 . 8, dagegeni a 1 a > 8 a, wennt > 8, 
lit sodann n> 8, BO folgt: 

A* a"' 1 . 3t>"- J ->n 
(da naoh Gl (IB)- S"" 1 > 1 -f (w 1) n). 
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sodaB also n erne beliebig gioB vorzuschreibende positive Zahl g sicher 
fibersteigt, wenn 1 + n(a 1) ^ g t d. h. wenn n ^ ^4 

Das entsprechende Resultai flir den Fall a < 1 ergibt sich unmittel- 
bar, wenn man setzt: a -^ (wo a > 1) und sodann auf a das soeben 
gewonnene Ergebnis anwendet. 

14 Der binomische Satz ftir positive ganzzahlige Exponenten. 

1. Es seien A, B zwei beliebige rationale Zahlen, n eine natttrliche 
ZahL Dann lafit sich offenbar (A + B), d. h. die te Potenz des ,,Binoms" 
A -f J?, als ein Produkt von n Faktoren (A + J5), durch Ansflihrung der 
geforderten Multiplikation mittels des distribntiven Yerfahrens in eine 
Summe umformen, deren einzehie Glieder Produkte der Form A*B l sind. 
Es handelt sich darum, fur das Bildungsgesetz dieser Summe erne Formel 
abzuleiten, welche gestattet, ftir jedes emzelne n (d h. n 2, 3, 4, ) jene 
Summe sofort anzuschreiben. Die fragliche Formel wird dann als der 
hnotmsche Sate (sc ftir positive ganzzahlige Exponenten) oder auch als 
die Newtonsche Formel bezeichnet. 

Urn die Aufgabe noch etwas zu vereinfachen, hat man: 

(1) 

sodafi es im wesentlichen uur auf die HersteUung einer Formel ftir die 
Potenz (l-f-j-J ankommt. Sckreibt man zur Vereinfachung der Be- 

TO 

zeichnung statt -j- vorlaufig A, BO findet man zunachst: 



A* usf. 

Da bei jeder weiteren Erhohung dee Ezponenten urn 1 zu dem bereits 
gewonnenen Ausdruck immer wieder der Faktor (1 + A) hinzutritt, BO er- 
kennt man durch yollstandige Induktion, dafi ftir (1 + A) n eine Beziehung 
von folgender Form sich ergeben mufi: 

(2) (1 + Ay* - 1 + CL J. 1 + o, A* + . + c^A*-* + c n A*> 



wo <ii c i> ' ; c *-i> c n oder, wie man sagt, die Koeffitienten der emzelnen 
Potenzen A\ A* t , A*'*, A* positive game Zahlen sem mussen (ins- 
besondere, wie unmittelbar ersichtlich, c, 1) Urn diese (tanzzahliffen 
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Koeffizienten zu ermitteln, hat man offenbar nur abznzahlen, wie oft bei 
Ausfuhrung des Pioduktes- 



n mal 

jede der Potenzen A, A*, r A" Torkommt. Diese Abzahlung wird meik- 
Loh erleichtert, wenn wir zunachst statt des obigen Produktes an? n 
gleichen Faktoren em analog gebildetes aus n verschiedenen Faktoien be- 
trachten, etwa 



und sodann die Ausfdhrung der Multiplication in folgeuder Weise an- 
ordnen 

Wir entnehmen zunachst jedem der n Faktoren den Bestandteil 1, 
woraus fur das Gesamtprodukt em Betrag 1" = 1 resnltiert; sodann dem 
ersten Faktor den Bestandteil A lf alien tibrigen wiederum die 1, ebenso 
dem zweiten Faktor den Bestandteil A ar alien ubrigen wiedei-um die 1, usf 
bis zum n tsn Faktor. hierdurch wird also zu dem Prodnkte der Beitrag 

A, + Ai+ +A n 

gekefert Der naohste Beitrag wird in der Weise hergestellt, dafi wir ans 
je zwei Faktoien die betreffenden A berftcksichtigen, aus alien ubrigen 
wiederum die 1. derselbe hat also die Form: 



Der folgende Beitrag besteht dann ans einer Summe ron Ghedern aus je 
drei Faktoren A mit dem Anfangsghede A^ A^A^ usf. der letzte aus 
dem einzigen Gliede A^A t A n Anf diese Weise ergibt sich. 

(3) P.-l + J 1 + -4 t + - + -4, 



Man bemerke, dafi gleichwie die erste Zeile auch jede folgende laitter 
verschiedene Gheder enthalt, namlich solche Prodnkte, deren Faktoren 
nach stetgenden Indizes geordnet sind, sodafi z B neben dem Ghecle A^A^ 
nicht mehr das Gked A 9 A^ auftritt, ebenso wenig neben A^A^A t nooh 
Lrgendem anderes aus denseEben drei Faktoren in anderer Anordnung ge- 
bildetes Glied. Andererseits kommt aber auch in der zweiten Zeile jede 
mbflrliche Verbmduncr von der Form A A wn Tr nllA mKo-lipliflTi 7>il<yn 
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1, 2, , n 1, Z alle moglichen Zahlen 2, 3, , w vorstellt nnd Jc<l, 
wirklich vor, ebenso in der dntten Zeile jede Verbindung von der Form: 



(wo *-l,2, -,(n 2);Z 2,3, ,(!), w 3,4, -,; fc<Z<i) usf. 

Man bezeichnet die in dieser Weise charakteiisierten Verbindungen der 
A k) A lf - als Kon^mattonen der n Elemente A t , A^, , A n nnd zwar 
diejenigen der zweiten, dntten, -, w** 11 Zeile als solche stweiter, 
dntter, , n im Klasse, schlieBlich der Gleichformigkeit der Bezeichnung 
zuliebe die einzelnen Elemente A i} A^, , A^ als Kombmationen erster 
Klasse 

Nun geht offenbar das Produkt P n in die Potenz (1 + -4)" liber, 
wenii A lt A^f , A^ samtlich durch A ersetzt werden. Und zwar lieferfc 
die erste Zeile der rechten Seite yon Gl (3) auBer dem Gliede 1 lauter 
Gheder A\ die zweite lauter Glieder A 3 , die dutte J. 8 , , die w to A* 
Die in Gl. (2) mit c 1; c^ t , c n bezeichneten Zahlenkoeffizienten sind 
daher identisch mit den Anedhlen der Kowfoinationen 1*", Z* 6 *, , n 1 ** 
Klasse von n Elementen A i} A a , , A n . Wir gehen daher jetzt daiauf 
aus, diese Anzahlen zu bestimmen 

2. Es erscheint zweckmafiig, der Losung der eben bezeichneten Auf- 
gabe die folgende Hdfsbetrachtung vorausznschioken. 

Es seien n ,,Elemente" A^ A 9 , , A^ gegeben: darunter kann man 
sich, wie m dem zuvor betrachteten Zusammenhange, rationale Zahlen, 
aber auch ganz beliebige Dinge vorsteEen, von denen nur soviel fest- 
steht, daB sie in eine bestimmte durch laufende Nummern ^Indizes'O ge- 
kennzeichnete Reihenfolge gebraoht sind. Duron Abandoning dieser Reiheu- 
folge lassen sich dann mannigfache andere Anordnungen herstellen, deren 
jede, wie sonon in 3 (S. 16) fUr natflrliche Zahlen als Elemente be- 
merkt wurde, mit Hmzunahme der ursprttnglich gegebenen als eine Per- 
nmtation jener n Elemente bezeichnet wird. Wir behaupten nun: 

Die AwaM otter mbglichen Permutationen von n Elementen ist: 
1 . 2 . 3 n, Mreer geschrieben: n\ (spr. n-Fdkult&). 

Be we is. Is werde die Anzahl der Permutationen von Jc Elementen 
(A 1, 2, 3, ) mit p k bezeiolmet. Fttgt man irgendemer Permutation 
von Jc Elementen A lt A s , - -, A k ein weiteres Element A,, +1 hinzu, so 
kann man diesem innerhalb dervorhandenen Anordnung 3fc+l versehiedene 
Platze anweisen: am Ende, zwlsche^ je zwei Elementen oder am Anfang. 
Somit werden aus einer eiwsigen Permutation von Jc Elementen beim Hin- 
zutreten eines weiteren Elementes Jc + 1 verschietlene Permutationen von 
(Jc + 1) Elementen erzeugt, aus alien p t Permutationen ron Jc Elementen 
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also p t (k + 1) Permutationen der (k + 1) Elements und damit offenbar 
alle tiberbaupt mSgliohen Darnach besteht die Rekursionsformel: 

.ft-n -IV (*+!) 

Setzt man hier der Reihe naoli k =- 1, 2, , ( 2), (n 1), und be- 
achtet, daB p v 1, so ergebeu sioh die Beziebungen: 

A-l-2, ft -ft -8, ..-, P..I-A-S (-!), A-lV-i-w 
und hieraus dnrch Multiphkation. 

IV IV -JP1 JP-- 1 2- 3- ..(-!). n A JP.-j-.ft.-i> 

also sohliefilich: 

jp n 1 2 3 w wl, 

womit die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen 1st. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, daB diese Permutationszalileu 
mit der Anzahl der Elemente ganz auBerordenthoh schnell ztmeamen 
Man findet z B : 

2! = 2, 3! - 6, 4! - 24, 51 - 120, 6! - 720, 71 = 5040, 
81-40320, 91-362880, 101-3628800 usf. 

Es lassen sich also aus nur 10 Elementen schon rnekr als drei und eine 
halbe Million Permutationen bilden Nimmt man als Elemente etwa die 
Ziffern 0, 1, 2, , 9, so wttrden sich bei Anwendung des ziemlioh 
klemen ZifEerndrnckes, wie ihn die gebrauchhclien siebenstelligen Loga- 
rithmentafeln aufrreisen, auf einer Druckseite in 5 Spalten und 60 Zeilen 
300 solcher Permutationen unterbrmgen lassen. Jene 10! Permutationen 
wftrden daber 12096 Druckseiten, d. b. 20 reoht stattlicbe Bande von 
rund 600 Seiten fallen. 

3. Um zunSchst die Anaalil aller moglioben Kombmationen 2^ Klasse 
von n Elementen zu bestimmen, yerfahren wir folgendermafien Die An- 
zahl aller paarweisen Yerbindungen, die samthch mit etnem behebig 
herausgegriffenen der n Elemente anfangen, ist offenbar (n 1) Da man 
aber als Anfangselement der Reihe nach jedes der n Elemente benutzen 
kann, so kommen auf diese Weise im ganzen n(n 1) Yerbindungen zu- 
fltande. Diese sind aber keineswegs durcbweg Kombinafoonen im Sinne 
der oben gegebenen Definition. Denn aufier A^A+ wird bei dem obigen 
Yerfahren offenbar auch A i A i erzeugt und allgemein, aufier A k A t , wo 
&<Z, auoh A t A k . Unter den erzielten n(n 1) Yerbindungen gehSrt 
also nur genau die Hcdfte dem Typus der Kombinationen an, die Anzahl 

der letzteren ist somit M \ ~~ ' 

Z 
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Diese BetrachtungBweise lafit sich leicht auf die Kombinationen 
siner beliebigen, etwa k* m (k^n), KLasse ubertragen Bildet man auch 
hier zunachst wieder alle iiberhaupt moglichen Yerbindungen, ohne Bttck- 
sicht darauf, ob die Elemente naoh steigenden Indizes geordnet smd, BO 
hat man jedesmal 7c Platze zu besetzen, wobei zur Besetznng des ersten 
Platzes alle n Elemente zur Verffigung stehen Fur die Besetzung des 
jsweiien Platzes bleiben dann noch (w 1) Elemente tibrig, sodafi fur die 
Besetzung der b&iden ersten Platze im ganzen ( !) Moglichkeiten 
existieren (bis hierher verlauffc naturgemafi alles genau so, wie in dem 
zuvor betrachteten Spezialfalle k = 2) Nun kann man aber offenbar in 
derselben Weise welter schliefien. Fttr den dntten Platz bleiben allemal 
noch (n 2) Elemente verfdgbar, sodafi also ftir die Besetzung der ersten 
drei Platze n(n !)( 2) MSgliehkeiten sich ergeben. Fur jeden fol- 
genden Platz mmmt die An^ahl der verfttgbaren Elemente jedesmal um 1 
ab, fftr den A;* 011 hat man, da ftir die vorangehenden (k 1) Platze sohon 
(k 1) Elemente verbrauoht sind, nur nooh (n (k 1)) (n lc-\- 1) 
Elemente zur Auswahl Die Anzahl aUer flberhaupt moglichen Yerbm- 
dungeu von Jc Elementen ist also 



Wahlt man nnter diesen irgendeme naoh steigenden Indizes geordnete, 
also eme Eombination im Sinne unserer Definition, so nnden sich, da ja 
bei dem eingesohlagenen Yerfahren alle tiberlmupt moglichen Yerbmdungen 
von k Elementen zustande kommen mtissen, in der Gesamtzahl der Yor- 
handenen Yerbmdungen auch die samtliohen Permutatwnen jener einen 
Yerbindung Da die Anzahl der Permutationen von k Eleme"nten ^! ist, 
so zerfallt also die Gesamtmenge der Yerbiudungen in Gruppen yon je k\, 
unter denen sich immer nur eine einzige Combination befindet. Man hat 
also, um deren Anzahl zu bestimmen, die oben angegebene Gesamtanzahl 
der Yerbindungen noch durch 7;! zu diyidieren und findet somit 

n(n 1) ..(n 



1 -2 - A 

His Aneahl der Kombinahonen ewr T** Klasse von n Elementen J ) Die 
zunachst unter der Yoraussetzung k > 2 abgeleitete Formal stimmt selbst- 
yerstandlioh mit der ftir k 2 bereits gefundenen (iberein, gilt aber auch 

1) Aus der Herleitung folgfc, daB eln Quotient yon der Form: 
n(n 1)>- (n 



1.2- k 
atets eme ganee Zahl sein mufl. Dies l&Bt eioh flbngens auoh auf zahlentheore- 
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noch im Falle Tc 1, wenn man beachtet, daB dann der erste uud letzte 
Faktor sowohl im Zabler, wie im Nenner znsammenf allt, der obige Aas- 

dmck rich also anf den emen Faktor y reduziert *) 

4. Wendet man dieses Ergebnis auf die in Nr. 1 aufgestellte Be- 
ziehung an: 



BO ergibt sich nach dem am Schlusse yon Nr. 1 gesagten, dafi* 



n(n 1) n(n 






1 

"' c -i"T' n 



i i a i 2 ' "> * 1~2 jfc 

sodafi also die gesuchte Entwicklung nunmehr folgendermafien lautet: 

(4) 



Die Zahlen von der Form * ^"f 2 (n ~* +1) (wo k - 1, 2, - - , ), 

welcne zunacnst als Kombmationsanzanlen auftraten, werden wegen des 
vorliegenden Zusammenhanges gewdhnhch Binomicdkoeffisienten genannt 
nnd Ton uns mit (n) t oder, wo ein MiBverstandnis ausgescnlossen er- 
schemt, nut n k bezeiohnet. 8 ) Es ist also (n\ definiert dnrch die Formel: 

(5) (), - ("-') 0. 



1) Der Wort reaultierb onch fflr k = n 1, wegen. 

n (n 1) 2 n 

T~~2 (M i) "" T ' 

File ifc n wird 

n (n-1) 1 

12 ~ 
Tgl. weiter tmten Gl. (6) und (6). 

2) Kan findet haufig auch. die Bchreibweise 



(apr n fiber K). 
8) EB beateht also die RekurBionefonnel 



n 
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Ftigt man noch die Faktoren (n fy(n k 1) 2 1 zu Zahler und 
Nenner hinzu 1 ), so mmmt (ri) k die Form an: 

(5*) to*~*'l=w (ft = 1,2,.-. ,(-!)) 

Da hieraus sich ergibt: 



vv-t ( W _ft)i;fc.; 
BO folgt, daB: 

(6) 00.-1-00*, 

d h zwei Binomialkoeffizienten, die vom Ende und vom Anfang dei Ent- 
wicklung (4) gleichweit abstehen, Bind emandei gleich 

Da die rechte Seite von Gl. (6) auch noch fttr He = n emen Sinn 'be- 
halt (man. hat ja (n) B =l), so kann sie zur Definition von (n\ dienen 
Man findet auf diese Weise 

was der Tatsache entspricbt, daB der Koeffizient von A in der Entwick- 
lung (4) den Wert 1 hat und somit mit demjemgen von A* uberein- 
stunmt Man kann hiernach die Entwicklung (4) auch m folgender Weise 
anschreiben* 

tFbngens lafit sich auch die Brauchbarkeit der Formel (5 a) auf den Fall 
To = n ausdehnen, wenn man das bisher noch nicht emgefdhrte Symbol 01 
ausdrticklich defimert durch die Formel: 

(9) 01~1,) 

erne Festsetzung, die sich auch spaierhm fur die Erzielung moghchst 
symmetrischer und einheitlicher Bezeichnungen als zweckmSBig er- 
weisen wird. 

Eme fur die Binomialkoeffizienten charakteristisohe und zuweilen 
nutzliche Relation ergibt sich nooh in folgender Weise. Nach (8) hat 
man, wenn n durch (n -f 1) ersetzt wird : 

(10) (1 +^)"+ 1 ( + 1) + (w-f 1\A + " + (n+ l\A k + 



1) Da n k = wflrde, wenn k n, so iafc hier znnaohst k hOchatens 
n 1 zu nehxuen. 

2) Mit anderen Worten, man debnt die fQr n> 1 geltende Beziehung 

nl n- (n 1)1 

auoh auf den Fall n 1 aus. JDementsprechend ergibt sich in der Theone der 
Bogenannten Gammafonktion 

r(+l) n!, 

also ! P(l) und andererseits P(l) 1 
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Andererseits findet man durch Multiphkation von Gl. (8) mit 
(11) 



Da beide (offenbar dieselbe Zahl vorstellende) Entwioklungen ledighoh 
durch distributive Ausfuhrung der geforderten Multiplikation entstanden 
sind, mit dem emzigen Unterschiede, daB bei der zweiten Ausfuhrung die 
Assoziation (1 -f A) 71 (1 + A) angewendet wurde, so ist zu vermuten, dafi 
sie geradezu zdenfasch sind, d. h Ghed fw GUed vdttstandig ubereinsfammen l ) 
In diesem Falle wttrde durcli Vergleichung der Koeffizienten von A k sich 
ergeben: 
(12) (n + 1), - (n) 4 + (),_., (fc - 1, 2, . ., ) ) 

Die Richtagkeit dieser Formel kann man aber durch Einsetzen des defime- 
renden Ansdruckes (5) fdr (n\ bzw. () fc _i a posteriori leicht bestatagen 
Man findet namlich: 



n-|-l n(n 


1 "V 


(n-fc+2) 


Jc 
(n+1) n 


1 2 

((4 


(*-l) 
-D-fc+l) 



n 3k 

Andererseits laBt sich die so gefhndene Formel auch benfttzen, um die 
Entwicklung (8) durcli den Schlufi von n auf (n + 1) zu venfizieren, m- 

1) Die t^beremshmmTiiig dea Anfangs- nnd Endgliedea beider Entwioklungen 
beruht auf den Beziehuugen 



2) Ea hat flbrigens keine Schwiengkeit, die IdentttM der Bntwicklungen (10) 
nnd (11) (welche ohne weiterea aua emem. bekannten Satze fiber ganze rationale 
Funktaonen folgen wftrde) ganz direkt zu beweiaen Subtrahiert man Gl (11) von 
G-l (10) und beaohtet, da6 die Anfangs- nnd Endglieder aich hierbei wegheben (vgl 
Pnfin 1), so ergibt sich nach Division nut A (wo |jl|>0) die folgende (fdr jedes 
von Null verschiedene A. gultige 1 ) Beziehnng 



wo c h (n + l) t (n) t (n) A _ x (ft = 1, 8, , n), also ganegaKhg oder JVt*W Ver- 
eteht man aodann unter A erne behebige nattirhche Zahl, so folgt, dafi enfooedcr 
Ct duroh A, d h duroh jede natflrkohe Zahl teilbar aein mufite, oder dafi (^ = 
Da nnz die letztere MOgliohkeit zulasgig eraoheint, so findet man naoh noohmaliger 
Division nut A' 



und hieraufl duroh dieselbe Schlofiweue c, - usf , sohliefihch allgemem 
e k - 0, d h. ( + ifc - (n) t + (n)^, 
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dem man zunudmt au (8) durch Multiphkation wit (1 -f- .1) die Ko- 
ziehuutf (1 1) horleitut und diese mit Hilfe der Relation (12) m iliu Fonu (10) 
tlberftthrt, wonut dann, dv die Gtiltigkoit dor Formal (KJ fttr n 2 evident 
iat, die vollatandigf Induktiuii goschloBaon iet Dieao hiiufig an/utrefleudc 
BoweiBfoiin loidet abr an dom tnupfindliohon Maugol, duB mail dazu diy 
Form del Kntwifklun^ (8), d h dio aU^omemo Form dor limniiiial- 
kuofiixientuu, ttwa auh don Kntwioklungou (1 + A}*, (I H- -I) 1 ,,vormuton" 
rauli, was wohl nu'ht Icicht jeinundem gnlingon tUhftc, dor dan JlteHultiii 
nicht boicitH gokimnt hat L ) 

5 Weim wir, 211 unuerem Augangnpuukte zurik'kkehrend, m dor 

tt 
fttr (1 -f AY gt'funduiicn Entwicklung (8) yl durch , orautswn und die 

resultierendu Gleichunjj; mil A" multiplizieren (a. Gl. U)), BO ergibt sioh 
al dio Ublicho Form due linvmischm 

(18) (X f JJD" - -l + () 1 -l- 



Die linJce Seitt 1 dinner Qleichung blibt boi Vyrtauschuug von -1 uud li 
uugeilndert. Dtu anaiogo gilt abor aueh voii der rcchten Soite, genaur 
gesagt, die eiir/olnon Qliuder dor Entwie.klun^ (1,'i) orsclioinen dabui 
durciiweg unverandert, nur in umgekehrtr Jttoihcnfolge, wm man uii- 
mittelbar mit Hilfe d**r obeu abgaleiteton Boxiohung (t))- (n) B _ 4 (n\ 
erkennt. ') 



Kapitel II, 

Begrenzte und unbegremte Systcmbriiche. 
Rational-konvergente Zahlnfolgen. 

g 16. SyntemtttiHche Barfltellnng; der natUrlichen Zablen, 

1, Wie in 1, Nr. 2 (B. 5) gezeigt wurde, kanu man aamtlicbe 
Zahlzeiohen unaereB gwOhnliohen udekadMtn" Kahlenayatema m <j*- 
horiyer Anordnung durch ein reiu for males, kombinatoriacbea Verfahren 

1) Newton fit auf rwht komplWertem Weg u diaier ^Vwmutung" g- 
lutgt (i. Opuiculfc, Ed. CutiUloMUif 1 [1784], B, 607, 888). 

*) DftUi ickrelbea wir dtr Elafaobheit balbtr wiedtr 1 ttatt (n) a und (n} N . 

3) MA k5ant ubr uch Analog, vU in Fufinota 1 der vorigqn Beite, UIo 
Identttto der Eutwlcklungen von (A + JB)* und (5 + ^)" und diunit die Qflltig- 
kit der Benehtwg! 

()-* - * 
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erzeugeu In Wahrheit verdanken dieselben indessen ihre Entsteliung 
einem anderen Erzeugungsprinzip, namlich einer nach fallenden Poteneen 
von 10 geordneten Summenbttdung l ) Die notwendige Grundlage hieizu 
Lefert der folgende allgemeine Satz* 

1st b eine behebig vorgescknebene natiurliche Zahl ^> 2, so 
Ibfit sick jede andere natwhche Zahl g^b stets und nur auf 
eine eineige Wetse in der Form da/rstelkn: 

0-a m & m + a in _ 1 & m - 1 + +ctib + a Q1 

wo m bei fester Wdhl von b eine ledtglich von g abhdngige natur- 
Uclie ZaM bedeutet, wahrend die a v (v 0, 1, -, m) stets der 
Eeihe 0, 1, , (6 1) (wgehoren imd speeieU a m von Null ver- 
schieden ist 

Beweis. Da g ^> b, so eristiert m der Reihe der Potenzen 

b\ &', V, 

stets eine und nur eme, etwa mit b m (m ^ 1) zu bezeichnende, von der 
Beachaffenheit, dafi 

eniweder- b' n g oder. b m <g, dagegen: b m+1 >g 

Man fafit offenbar diese beiden MSghchkeiten zusammen, mdem 
man setzt: 



Bildet man sodann: 

1 b m , 2-&', .-., (6-1) b m , 

so muB wegen b b m = b m+1 > g in der Reihe dieser Zahlen eine 
solche, etwa c & m , yorkommen, dafi 

entweder: g c b m 

ode,: C 6"<< 



Man fafit wiedernm beide Moglichkeiten zusammen, wenn man setzt: 



c 



wo r eine bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, , (b m 1) yorstellt, 
1st nun r ^ 6 1, so 1st offenbar die verlangte Darstellung von g 

mit der letzten Gleiohung bereits erziell 

1st dagegen r^b, so kann man offenbar in analoger Weise r in die 

Form setzen: 



1) Z B 740809 ~ 7 10 B + 4 10* + . 10* -[- 8 10* + 10 1 + 9 
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wo jetzt 1 n\ < m 1 , 1 ^ O L <I & 1 , ^ t l &i. 1 Als- 
dann wird 

g *=a c b 1 ' 1 + C A &"' 1 + y. 

Im Falle > t ^ & 1 ist die Zerlegung wiedeium beendet Ist dagegen 
r x ^ & (aber nach dem obigen jedenfalls ^ ?/"* 1) ; so kann man das 
bishei benutzte Verfahien auf r t anwenden, und so fortfahrend mufi man 
nach einer begrenzten Anzahl derar tiger Operationen schlieBhch. zu emer 
Grleichung von der Form gelangen* 



wo nicht nur die c t , c a , , c k Bamtlich. der ReiHe 1, 2, , (& 1) an- 
gehoren, sondern auch r k emeu dieaer Werte hat, bzw. aucb. Null sem 
kann, wahrend* 

m > z, > > m k ^ 1 

Dabei kaim die Anzahl der hierzu erforderlichen Operationen die Zabl m 
Iceinesfalls uberst&igen, da ja jeder der Exponenten m lt m sf , m k mm- 
destens urn 1 kleiner ist als der unmittelbar vorangeheude 

Scbreibt man jetzt a m statt c und versteht unter a m _ 1} a m _ i} , 
Zablen, welche m passender Weise mit den oben durch q, c 3; , c k , r k 
bezeicbneten Zahlen libereinstimmen, im ttbrigen Nttfl amd, ao wird, wie 
oben bebauptefc- 

(1) ^-a w &'4-a M _ 1 & m - 1 + - +a,l + a , 

wo also a m der Reihe 1, 2, ,(& !) angeh^rfc, wahrend a , a l7 , a m _i 
auBer einem dieser Werte auch (aamtlich odei zum Teil) den Wert 
haben kounen 

Um ferner zu erkennen, dafi die DarsteLLung (1) nur auf eine einsige 
Weise nidglich ist, bemerke man, dafi aus (1) wegen a m ^ 1 
stetB folgt. 
(2 a) g^l' n 

und andererseits, wegen a v <, b 1 (v 0, 1, , >), stets: 

Sf^(Z>~l)(fc m 4-& m - 1 + . -. + 6+1) dh <;&+* -1 

und somit. 

(2b) ^<6 m + 1 . 

Angenommen nun, man hatte aufier der Daistellung (1) die folgende: 



(wowiederum l^a;^6-l; O^a/^ft- 1 fttr v0, 1, ,(/*-!)), 
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so hatte man mit Benutzung der Ungleichungen (2) gleichzeifag: 



und daher wiederum gleicheeitig : 

, also: m^p, 

i , also: p^m, 
was offenbar nur in der Weise mbglich ist, dafi: 

p m 

Hieraach k8nnte also jene zweite Darstellung voii g immerhm nur die 
folgende Form ha"ben: 

9 - <& m + ^-i^" 1 + + <& + a ', 

wo spezieU a^ yon Null verschieden. 

Da nun analog -me die Ungl. (2b) sich ergibt, dafi: 



so hatte man gleicheeitig : 

m & m l <0 . 

^& M l- y 

und daher wiederum gleichzeitig : 



Nachdem auf diese Weise die Identitat der Anfangsglieder erwiesen, hatte 
sich dei weitere Beweis nur auf die Identitat der beiden Ausdrflcke: 



und: 



zu erstrecken. Sind nun ,_!, _! beide von Null verschieden, so be- 
weist man in derselben Weise wie oben, dafi auoh a j ^ -1 = a m _! sem 
mufi. 1st dagegen einer dieser beiden Koeffizienten Null etwa 
a m ^i =- , so folgt sofort, dafi dann g t <.l> m ~ l und daher auoh 
a>n_i, sein muB vice versa. Man findet also in dieser Weise fort- 
stshlieBend, dafi jene zwei Darstellungen in Wahrheit identisch sem 
mttssen. 
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2 Das vorstehende Ergebnis kann nun in folgender Weise dazu be- 
ntttzt werden, die Reihe der nattii lichen Zahlen mit Hilfe einer begrenzten 
Anzahl einfacher Fwndanientolzeichen, Ziffern genannt, (ibersichtlich dar- 
zustellen Sohreibt man das durch GH (1) dargestellte Resultat in fol- 
gender abgekttrzter Weise 



wobei jetzt die Zahlen a v (v = 0, 1, , m) nicht, wie sonst iiblich, Fdk- 
toren eines Produktes bedeuten, sondern a v das Vorkommen des Sum- 
manden a v b v in der fur g geltenden Darstellung (1) anzeigen soil, oder 
noch etwaa allgememer ausgedrtickt, wo eme an der (y + l) ten Stelle (von 
rechts aus gerechnet) stehende Ziffer a (d h : ^ a ^ & 1) den Sum- 
manden a l v darstellt,_ so folgt aus dem oben bewiesenen Satze, dafi 
nach Pestsetznng der im iibrigen beliebig (nur ^ 2) zu wahlenden 
Zahl 6 jede positive ganze Zahl g stets auf eine und nw auf eine Weise 
duroh em Symbol von der Form (3) dargestellt werden kann. Die yer- 
schtedenen zur Darstellung otter Zahlen g ausreichenden Z^ffern sind die 
Zeichen fflr die Zahlen 0, 1, - -, (6 1), ihre Anzahl ist also 6; wahrend 
die Anzahl der zur Daistellung irgendemer bestimmten Zahl cj uberhwtpt 
erforderlichen Ziffern den Wert (m + 1) hat, wenn m den grofiten ganz- 
zahligen Bxponenten bedeutet, welcher der Bedingung genilgt- b^^g 

Die Gesamtheit aller mSglichen mit Zugrundelegung einer beliebig 
fizierten Zahl & als Basis" f in der angegebenen Weise }) systematisch l{ dar- 
gestellten natilrlichen Zahlen bilden ein Zahlensystevn mit der Basis b 

Bei dem ubhchen dekadischen Zahlensystem, wo also b den Wert 
eehn hat, sind m der Tat gehn verschiedene Ziffern 0, 1, ,9 zur Dar- 
stellung aller mogliohen Zahlen erforderlich und ausreichend 

Bedient man sioh dieser ;; arabisohen" Ziffern zur Darstelluug eines 
Systems mit beliebiger anderer Basis (wobei man nattirlioh einen Teil 
dieser Ziffern ganzhch wegzulassen bzw nooh eine passende Anzahl neuer 
Ziffern hinzuzufdgen hatte, je nach dem die Basis Kleiner oder grofler als 
0ehn ist), so wird offenbar diese Basis selbst in der Schreibweise der 
Formel (3) stets dargestellt durch das Symbol (10), da ja nach dem oben 
cresacrten: - 

^ (lOj-l-b + O-J 

ist. 

Nimmt man speziell b 2, so bedarf man zur Herstellung dea be- 
treffenden, d h. des sogenannten dyafaschen Zahlen systems nur der beiden 
Ziffern und 1. Den dekadischen Zahlen von 1 bis 10 entsprechen hier 
die folgenden Bezeichnungen: 

Dekadisch: 1234567 8 9 10 

Dyachsch: 1 (10) (11) (100) (101). (110) (111) (1000) (1001) (1010). 
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Feruer hatte man z. B : 

100-1.2 6 -f 1 2 B +1 2 s = (1100100) 



1000-1 2 + l-2 8 +l 2 7 +l 2 fl + l 2 6 + l 2 8 
-(1111101000) usf. 

16 Die systematisolien Brilche (Systemforiiche). 

1. Wio die im vorigen Paragraplien betrachtete J} sy8tematische Dw- 
stellung" der natttrlichen Zahlen die Yerallgemeineiamg und zugleioh die 
eigentliche arithmetische Ghundlage des deJcadischen Systems bildete, so 
gestation auch die aus der Rechenpraxis jedermann gelaufigen ^Dezimoil- 
bruche" eine analoge, fttr die genauere Kenntnis ihres Wesens zweck- 
mafiige und ftlr die weiteren Enirwicklungen besonders wiohtige Ver- 
aUgemeinerung. 

Es sei wiederum & eine irgendwie fixierte natttrhche Zahl ^ 2 ; wah- 
rend Oj, a g , , a n behebige Zahleu aus dei Reihe 0,1, ., (b 1) be- 
deuten sollen nnd speziell a n als von Null v&rschieden angenomroen wird. 
Alsdann soil der Ausdrnck: 



ale ein n-stelhger tystemahscher Bruch oder Systenibruch mit der Basis I 
bezeichnet werden. 

Man erkennfc zuiiachet, dafi jedos solclie <f n stets kleiner als 1 ist. 

Denn man liat: 



(2) ^ 1 - - &B , also sicher: d n < 1. 

Bezeichnet man sodami allgemein mit ^ (7c 1, 2, -, (tt 1)) den 



BO ergibt sich: 
(8) 



und sodanu nach Analogic yon TJngl. (2): 

(to 6 ~<r <- 

W tf - * 

also sicher: 
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sodafi man in Verbmdung mit (3) fiudet- 

(5) <J A < (? < <* t 4- --, 

d h 

Bricht man einen Systembruch <? bei einem beliebigen Gfliede 

- ab } so erhalt man einen Tdemeren Bntch, der &ich aber von o n 

wtn wemger als -r unterscheidet 
b 

2 Schreibt man m (4) m statt n, wo fc < m < n sein soil, so wird- 

^ l 1_ 

m * & fc & in ' 
also 

J7H == J* ' 

d h. 

__ |_ . . . _|_ -f- ^ f- -f- . , -j- , - (K<. m) 

DO 00 

Hierzu ist noch zu bemerken, dafi das G-leickheitseeichen, wie die Her- 
leitnng (B Ungl. (2)) zeigfc, nur in dem ewtngen Falle gilt, dafi die 
Zahler a t , , , a t . 9 . , OL. ausnahmslos den extremen Wert (6 1) haben 

pi/ T** f m N / 

Beacntet man noch, dafi im allgemeinen stets <s lt <<f m , dagegen 
tf * ^m; "W^ 1111 speziell a i+1 a (fc+8 a m 0, so kann man die 
Ungleichungen (5) und (6) dahin zusammenfassen, dafi fdr k < m < n 
stets: 



wobei das er^fe C^Zeic^^tezeichen nor dann gilt, wenn: 

ffl 0, 



das eweite, wenn: 

%+i - *+ - a m - & 

3 Hat man zwei systematisohe Brdche: 



welche emander gletch siad, also: 
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so miissen sie geradezu identwch sein ; d. h Glied flu* GHed vollstandig 
aberemstimmen Denn sei etwa n ^ m, so hat man: 



wo w ^> 0. Da aber & n <f' m & n tf n , so folgt aus dem Satze des 
vorigen Paragraphen, daB die beiden rechten Seiten diesei Gtleichungen 
als systematische Darstellungen der namlichen ganzen Zahl identiscli sein 
mttssen, d h. es ergibt sich, da a n) a' m von Null verschieden, voi allera, 
daB w m = und sodann a v ' == 0> V (y = 1, 2, , w) sein muB 

17. Terwandlnng gewohnlicher Brttche in SystemT^rttche. 
Der einem ecliten Bruche zngeordnete periodieche Systembruch. 

1 Sei wiedenun 1 
C 1 ) tf n y + j + + # > 

so folgt durch Multiplikation mit t n , doB &" <r n eme gange Zahl ^7 ist, 
namhch' 

(2) ^-a 1 6- 1 + a 8 6- a + . +a n _ 1 6 + a, < 6" 
und daher- 

(3) *.-#<!, 

d. h ein n-stelliger Systembruch ist stets einem gewdhnhohen echten 
Bruche mit dem Nenner l n gleich Nun kann b n mit ^ ii-gendeinea 
Teiler gemem haben 1st sodann nach Weglassung des grofiten gemem- 
samen Tellers 



r Z B 
wo jetzt f und q rdatw prm, so mufi wegen. - = g (d h. gleich einer 

ganzen Zahl) q ein Teller von & w sein (nach 6, Nr. 4, S 37), kann daher 
naoh 6, Nr 1 (S. 33) keme anderen Pnmfaktoren enthalten, als Z> n , also- 
schliefilich als & selbst. 

Hieraus folgt aber., daB umgekehrt ein behebig vorgelegter 9 edueierter 
echter Bruoh jedenfells hochstens dann einem Systembruche mit der 
Basis & gleich sein Iraim, wenn q keine anderen Pnmfaktoren enthalt, als &. 

Diese flir die Darstellbarkeit yon durch einen Systembruch not- 
wendtge Bedingung erweist sich aber auch als Timrewhend 

Denn enthalt q keine anderen Primfaktoreu als &, so lassen sich 
naturh'che Zahlen v so gioB finden, daB a in 6* aufareht. Ancrenomrafin 
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es sei v =- n der Heinste Exponent, welcher dieses leistet, so hat man 

wegen: < 1, also: - < &* nach dem Satze des 15: 

" 



~" 



wo speziell a n von Nutt verschieden sem mufi, da sonst die rechte Seite, 

4* A" 4" /w i 

also auch dnrch 6 te&bar ware, und daher schon - , d h sehlieB- 

2 ' 2 

&* 1 " 1 
lien - eine ganze Zakl sem mttBte Daraus folgt weiter, 



und man findet somit- 

Die notwendige und hinreichende Bedingwng fur die 

Dcurstdlbcvrkeit ernes reduei&rten echten Sruches durcJi wnen 

2 

Systembruch mit der Basis 6 lesteht damn, dap q nwr solche Prim- 
fdktoren enthalt, welche auch in b vorkommen 

Zugleich folgt noch aus Nr. 3 des vongen Paragraphen- 

Es gibt stets nur eine emmge Darstellung der fraglichen Art 

2 Ein reduzierter echter Bmoh - -. dessen Nenner a nicht den eben 

2 

angegebenen Bedingungen gentigt, kann also kemesfalls in einen System- 
bruch mit der Basis ft umgeformt werden. Dagegen lafit sich zeigen, daB 
es danu stets einen naoh bestimmter Vorscknffc zu bildenden und uribe- 
grenet fortsetebaren Systembruch <t v (v= 1, 2, 3, ) gibt, welcher sich 

von foliebig wenig und zwar um so weniger unterscheidet, je grower die 
Stellenzahl v genommen wird 

Um bei der hierzu dienlichen Betrachtnng auoh den in Nr 1 be- 
handelten besonderen Pall mit zu umfassen, bedeute -~ einen gme le- 

lielngen reduzierten echten Bruch, d. h einen solchen, dessen Nenner q 
der in Art. 1 angegebenen Bedmgung genugen kann oder auoh nicht. 
Man hat alsdann: 

(1\ 1 ^ 1 

^ "a 2 & 

uiid kann andererseits stets setzen (s. 6, Gl. (2 a), 8 35) 
(8) -*+ 
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wo Oj, P! im allgemeinen natiirliche Zahlen bedeuten, eventuell auch eim 
der beiden Zahlen a if r t gleich NuU sem kann und aufierdem 



Hiernach wild zunachst: 



(0 <!!<&, ()<>!< wobei also das Gleicftfieitszeicln.en so zu ver- 
stehen ist, daB hbchstens eine der beiden Zahlen a 1; r gleich Nidi 
sem kann). 

Wendet man im Falle r t > die namliche Transformation auf -J- 
an, also- 



so wird- 

" a " = 7r + 6 + "g ? " P' 

und, indem man dasselbe Yerfahieu unter der Yoraussetzung, daB 
r i> r t} ) r n-i s^tlicl 1 von Null verschieden smd, im ganzen w-mal 
wiederholt- 

(10) Y^^^ft 1 " 1 " + & S + f"& s> 

Tritt nun hierbei ftii irgendem n der Fall em, daB r n = wird, so er- 
gibt sich 



d. h ist alsdann emem bestimmten Systembruohe gleich Dieser Fall 

kann aber nach Nr 1 nur dann emtreten, wenn q_ nur solohe Prim- 
faktoren enthalt, die m & yorkommen. Derselbe mufi dann aber bei dem 
hier emgeschlagenen Yerfahren auch wirklich emtreten. Denn unter der 
gemachten Yoraussetzung existiert nach Art. 1 sicher erne Darstellung 
von der Form. 



&" 



_L 5 

"T " 



wahrend man auf Gnind des eben angegebenen Divisionsverfahrens anderer- 
sats eetzen kann- 
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Man hat also* 

r & 
2 

woraus mit Notwendigkeit folgt = 0, d. h. r n und sodann nach 

Nr 3 des vorigen Paragraphen: a v ' = a v (v = 1, 2, , n) 

Hingegen erschemt es auf Grand von Nr. 1 allemal, wenn q irgend- 
emen in 6 m'c/iifvorkommendenPrimfaktor enthalt ; definitiv ausgeschlossen, 
daB bei dem obigen Divisionsverfahren jemals em Rest r n auffcreten 

kdnne, und man erhalt somit m diesem Falle ftir bei jedem noch so 

grofien Werte von n eme Darstellung von der Form (10) Man hat in- 
folgedessen fttr jedes (noch so^groBe) v. 

fill -- - tf 4- r " X 

^ ' 2 ^ 2 6" 

wo <r r < q und: 

Da hierbei stets: < ^ < 1, so kann man Gl (11) auch duich die fol- 
gende Ungleiohung ersetzen: 



sodafi sich das Eesultat dieser Beinrachtung folgendermafien aus- 
sprechen laBt* 

Em tedufsierter echter Bruch , dessen Nenner a mmdestens 

2 

einen in & nicht vorkommenden Pnmfaktor entMU, Tumn n%cht 
durch einen Systembruch <t v vrnt der Basis & daargestelU werden. 
Dagegen gibt es einen auf Grund eines "beshmmten Dwistonsver- 
fahrens unlegrenet fwisetebaren Systenibntch tf, (v 1, 2, 3, ) 
(anders ausgedriicld: eine unbegrenete Folge, durch suJcjsesstves 
Hmeufiigen je ewer werieren Stelle entstehender Systembniche: 

ff i; tf a; ; 6,> ') von dw Beschaffeiiheit, daft jeden System- 
brwsh ff v wm wemg&r als ~^ } also tei ivribegreneter Vergrbfienmg 
von v beliebig wenig tfbersteigt. 

3. Es lafit sich nun vor allem noch zeigen, daB die bei dem oben 
angewandten Divisionsverfahren resultieiende Folge yon Zahlern a y einem 
einfaohen Gesetze ; demjemgen der Penodieitat, gentigen mufi 
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Da namlich die bei dena obigen Prozesse anftretenden Zahlen r v 
(v = 0, 1 } 2, , wobei r die Bedeutnng von r haben soil) durchweg der 
Reihe 1, 2, , (q 1) angehbren, da es also Tibchstena (g 1) verscMe- 
dene Zahlen r v geben kafln, so mufi spatestens die g* 6 dieser Zahlen d k. 
spatestens r q _i irgendeinem der fruher sclion vorgekommenen r v gleicli 
sein. EB sei nun r k die erste der Zahlen r r} welche bei jenem Verfahren 
wiederlcehrt, und zwar gesohebe dies ewn ersten Male bei dem Stellenzeiger 
"k + m Mit anderen Worten: r Qf r if , r k+n _ l seien samtlioh we?'- 
schieden, dagegen . 



Dabei 1st nach dem gesagten sfcets: 
woraus, wegen ft ^> ; m ^> 1, des weiteren folgt: 
Man hat zunaohst: 

(i,) i.i+ -. + 5+i-J, 

/< o\ t A + l . I i + m k 
(LQ) = i. . . -^ j- . 

v a 6 ^ 6" a 6 1 * 

also: 

1 (k. Uj, ftl.j.1 

1 i 1*1 *+l I 






2 6 ^ b k b k+l ^ ^ tf +m 

und, da -^ immer wieder die Entwicldung (18) liefert, bei A-maliger An- 
wendung dieses Verfahrens: 

i a *+m 

"I" ' * ' "T 



! + + 



+i k^n i A 
+ .ii4.ii + ~ ' 



1, 2, 3, ) oder, kflrzer gesohrieben: 



wo: 



(21) tf t -i + .. +^ (NB. tf t -0, falls: fc-0), 

(22) P - fl^.^-i + a t4 . s .6- + . . . + a^..^ + a 



h+m 
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Die Entwicklung (19) bzw. (20) hat also die charakteristische Eigen- 
sohaft, daB die Zahler a t+i} a i+8 , , a k+m bestandig m derselben Reihen- 
folge oder, wie man zu sagen pflegt, n periodi8di" wiederkehren Die durch 
Gl. (22) defimerte ganee Zdhl P, d h diejenige ganze Zahl, welche 
systematise!! durch Potenzen von Z> dargestellt die Zahlen a k+lf ,*+,,, 
zu Koeffizienten (Ziffern) hat, heiBt die Periods des obigen Systembruches 
und zwar, in dem yorliegenden Falle, eine m-glwdnge Penode. 

4. Begiunt die Periode schon mit dem Gliede a t ein Fall, welohei 
offenbar emtritt, wenn h =- 0, wenn also der erste uberhaupt wieder- 
kehrende Dmsionsrest r n r d. h =- r ist , so heiBt der betrefiFende 
Systembruch rem perwdisch, dagegen un Falle Jc ^ 1 unrein periodisch 

Im ersten Falle (also filr h 0) hat man: 



und daher' 



fiin _ j 

sodaB also, da r und q rdatvo pnm, - erne ganee Zahl sem muB 

Daraus folgt aber welter, dafi g nut & relativ pnm sem muB, da keiu 
Teller yon 6 gleichzeitig em Toiler von 6 m 1 sein kann. 

Im zweiten FaUe, %^1, ergibt Bich (naoh Analogie yon Gl (9)) 
zunachst: 

(25a) ^-^ + ' 



wo r^+j,,.! von r^^i verschieden sein muB, da ja r k die ersfe der Zahlen 
sem sollte, welohe spater wiederkehrt. Daraus folgt weitei : 



eine Beziehung, welohe aussagt, dafi der links auftretende Quotient erne 
game Zahl eein muB. Da aber r t _j und r k+n _j_ Hemer ale g sind und 
daher urn BO mehr \r k _i j +m _i < 2; so ^^ 2 zum mindesten f7- 
loeifie (und zwar, da ja 2 wenigstens einen in & nic7t< vorkommenden Prim- 
faktor enthalt, wrUtch nw teihoeise) in & aufgehen, d h. mit & einen 
gemeinsamen Tetter haben. 

Durch ZusammenfaBBung dieser beiden Resultate ergibt sich also: 
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notwendige und hinreickende Bedingwg dafur, 



let der oben betrachteten Umformung von em rein periodischer 

Systembruch mm, Vorschein bommt, besteht damn, daft q relativ 
prim 0u b ist. 

Zugleich ISJBt eich der Inhalt der Ungleichungen (15), (1&) jetzt 
folgendermaBen formulieren: 

Die Angahl der mckt-penodisihen und der eine Periods 
Mdenden Gheder des eu gehbngen Systembruches ist msawmen- 

genommen hochstens gleich (q 1). Ist der letreff&nde System- 
bruch rein periodisch, so ist also die Angahl der Penodengheder 
hochstens (q 1); enthtilt er dagegen h nicht-periodische Qheder 
(wo Jc aflemal ^g 2), so ist die Angahl der Periodenglieder 



5. Duroh die vorstehenden Eetrachtungen ist gezeigt, daB jedem 
reduzierten echten Bmche , falls q irgendeinen in b nwlit vorkommen- 

den Fnmfaktor enthalt, vermittelst eines gang bestovnmten, vollkommen ein- 
deufag verlaufenden Dvmsionsverfahrens ein unbegrenzt fortsetzbarer, 
Hbrigens periodischer Systembrucli tf y (y = 1, 2^ 3, ) mit der Basis b 
zugeordnet werden kann, derart, daB flir jedes v =* 1, 2, 3, (a UngL (13)): 



Es verdient nun aber keryorgehoben zu werden, daB diese doppelte Un- 
gleichnng den unbegrenzt fortsetzbaren Systembruch <f v} d. h jedes ein- 
eelne Gked von 6 vf schon an sioh vollig eindeutig bestimmt. Mit anderen 
Worten: es kann tLberhaapt Item ssweiter (gleichgtQtig, ob penodischer oder 
nichfc-periodischer) unbegrenzt fortsetzbarer Systembruch tt v ' (v= 1, 2, 3, ) 
existieren, weloher der Bedingung gentlgt: 

(13a) O r;<|< tf ; + l r (v-1,3,8, - ). 

Sollen namlich tf/< und <r, nidbt fur jedes v yollkommen identtich 
sein, d. h. Qhed fttr GUied {tbereinstimmen, so muB fur irgendeine erste 
Stelle v -= n eine Verschiedenheit zwischen tf/ und tf, zum Vorschem 
kommen, d. h. tf^ mufi sich von a n im letzten Zanler (,pn der letzten 
Bruchstelle") mindestens um 1 unterBcheiden ; sodaB also: 

(a) <^^n + oder: (b) tf ; + ^tf n . 
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Daraus wiirde aber, wegen ff n + A.> UT1 d ff n < , unmittelbai folgen: 



- - 

2 2 



Of 
und somit a /brfoon (s 16, Nr 2, S 97, Ungl. (7)) fur v ^ 

<>f bzw <y; + l<|, 

sodafi also in beiden Fallen tf/ fiir v ^ M der Bedingung (13a) mcht 
mehr gentlgen wttrde 

Es gibfc also in der Tat nur einen antigen, der Bedmgung (13) ge- 
nugenden, unbegrenzt fortsetzbaren Systembruch, welcher andererseits 
durch das in Ni 2 aueemandergesetzte Verfahren auch allemal -wirklich 
gewonnen werden kann 

Hiernach. kSnnen wir das Hauptresnltat dieses Pai-agi-aphen nuiimehr 
in folgender Weise formulieren. 

Jedem tedueierten eeJiten Srwihe l&fit sick, ivenn q mm- 

destens ewen in Z> nicht vorkommenden Pnmfaktor enfhalt, ein 
und nur ein mbegrengt fortsetebcer&r, ubngens allemal jpenodischer 
SystembrucJi 6 V mtt der Basis & euordnen, welcher fur yedes v der 
Bedingung genugt: 

(13) ,,<-t <ffv + L. 



18. Der elnem periodischen Systembmche zugeordnete 

gewohnliche Bruch. TJmkehrbar eindeutige Beziehung z^lschen 

rationalen Zahlen und periodischen Systemftruchen. 

1. Das zuletzt ausgesprochene Eesultat erweist Bich mit Ausnahme 
ernes einzigen, sogleich naher anzugebenden und eine unerhebliche Modi- 
fikation erheischenden Falles als voUkommen um'kelir'bar. Es gilt nanilich 
der folgende Satz: 

Jedem penodischen 1 ') Systembruche a f mit der Basis b, so- 
fe)n er nicht gerade die einghedrige Periode (6 1) lesdst, lafit 
sich em und nur ein echter Brucli 6 euordnen, welcher fur jedes v 
der Bedingung genugt 

(1) *,<*', + - 
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Beweis Der vorgelegte Bruch ff v (v= 1, 2, 3, ) sei zunachst rein 
periodisch und zwar sei seme Periode 

(2) P - aJP- + a,ft + - - - + ,_!& + a m 

(wo also w>l, 0^a r ^& 1 mit der Beschrankung, dafi weder dwrch- 
weg a v 0, noch dwchweg a v 6 1) Bedeutet dann A erne beliebige 
uatfirliche ZaU, so hat man (vgl. 17, Nr. 3, S. 102, GL (20), ftr * 0, 



(3) 

wenn gesetzt wird: 



Aus Gl (3) folgt dann zunachst, dafi: 

(6) !.< 

ttnd Bodann: 



Da aber: 

P<(&-l)(&'- l + 6'- ! ' + ... + & + l) d. h. 
so ergibt sich: 



und daher nach GL (6): 

( 8 ) ^m + ^>^, 

somit durch ZusammenfaBBung ron Ungl (5) und (8): 

( 9 ) lm'<*l- + jfir- 

Bedeutet jetzt v eme ganz beliebige, nicht in der Form Am enthal- 
tene naturliche Zahl, BO nehme man A grofi genug an, dafi Aw > v. AIs- 
dann hat man nach TJngL (7), 3. 97: 

*,*i-i 2. + jfirS^ + ^ 
und daher auoh: 

(10) ^<tf<^ + ^- (fttrjedesv), 

womit also die Existenz einer Zahl tf von der fracrlichen 



Nr 1 18 Der einem penod Systembrache zugeordnete geTr5b.nl Bruch 107 

heit zunaehst fttr den Fall eines rein penodischen Systeinbrueh.es er- 
wiesen ist 

Bezeichnet man jetzt mit o v f die Summe yon v GUiederu ernes un- 
tein periodtschen SyBtembruch.es wiederumimit der Periode P und den 
k mcht-periodischen Anfangsghedern: 



(11) + + .- 
so hat man flir v > 



- wo- 



'v-L 

.* 



wo <s v _ )t die namliche Bedeutung hat, wie zuvor, d. h die Summe der 
ersten v ^ Gheder eines rem periodischen Systembruches mit der Pe- 
riode P vorstellt. Gibt man dann auch <r wiederum die frtthere, durch 
GU. (4) fixierte Bedeutung und setzt: 



so hat man nach Ungl. (10): 



und hieraus durch Addition yon Q und Multipbkation mit -y : 



zunachst fttr jedes v > A, sodann aber auf Grund von Ungl. (7), 3. 97, 
a fortnon fat v <^ Jfc. Hit anderen Worten: die TJngL (1) gilt auch in 
diesem Falle, wenn man den v-gliedrigen Syatembruoh mit <f v bezeichnet 
und unter tf die durch GL (13) definierte Zahl 6 yersteht. 

Tim BchlieBhch nooh zu zeigen, dafi es stets nur eine der Bedin- 
gung (1) gentlgende rationale Zahl tf gibt, werde angenommen, es 
sei auch: 

tf,<T<tf r -f (fttr jedes v), 



1) Dabei ut allemal. 
wegen 



-- (B. UngL (S), 8. 97) 



108 Abschmtt I Kap H Begienzte tmd unbegrenzte Systembriiche Nr 2. 
Setzt man diese Ungleichung in die folgende Form: 

und addiert sie sodann zu Ungl (1), so wird: 

_-<tf-T<-, 

also* 



fiirjeJes noch so grope v Da aber &*>v& (s. 13, Nr 8, S 82, FuBn. 2) 
bei unbegrenzt wachsendem v jede noch so groBe positive Zahl flbersteigt, 
so wflrde die obige Ungleichung aussagen, daB | ff t kleiner ist, als jede 
noch so Jdeine positive rationale ZaU Waren nun <s und r voneinander 
verschwden, so milfite die Differenz tf t eine bestimmte positive oder 
negative, ihr absoluter Betrag also eine lestimmte positive rationale Zahl 
sein, kann also nicht Uemer sein, als jede positive rationale Zahl Somit 
ergibt sich mit Notwendigkeit, daB 

6 = T 

sein muB, mit anderen Worten. es gibt, wie behauptet, nur eine eineige 
der Bedingung (1) gentigende Zahl tf 

Es erschemt zweckmafiig, das soeben benutzte Beweisprinzip em 
flir allemal in folgender Weise zu formulieren- 

Kann man von swei rationalen Zahlen 6 und t nachweisen, 
daft tf 1 1 < , wie Td&in auck die positive rationale Zahl s an- 
genommen werden moge, so mufi tf = T, also a v = sew. 

2 Wir betraohten jetzt noch den zuvor ausgeschlossenen Fall der 
eingliedrigen Penode (& 1). 1st zundohst der fragliche Systembruch 
rein periodisoh, so hat man als Summe der ersten v GUieder: 



d h.: 

(15) ^" 1 -^ (-1.2i8,...). 

An die Stelle der Ungl. (1) tritt sonut in dem vorliegenden Falle die 
Beziehung: 

(16) v<l-*, + (*^1) 
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Daiaus folgt dann fiir die Sunime ti v r der ersten v Glieder ernes unrein 
periodischen Bruches mit k mclit-penodischen Zahlern a/, , a k r and 
dei eingliedrigen Periode (Z> 1) 



(18) tf ;<l. tf ; + . (^fc).i) 

Es existiert also auch zu jedem Systembniche mit der eingkedngen 
Periode (b 1) eine bestiminte rationale ZaKL mamlich 1 bzw. *^\ J , 

welche zn demselben in einer ganz aknlichen Beziehung steht, wie die 
oben mit a bezeichnete Zahl zu ugendemem Systembruche, dessen Periode 
mcht jene spezielle Foi-m hat Nur tritt hier an die Stelle des eweiten 
UngleichheitszeichQiLB das Gleichheitszeichen and, im Falie des rein peiio- 
discnen Systembruches, an die Stelle von e < 1 die Zahl 1 8 ) Im ttbrigen 
zeigt das in den Formeln (16) tmd (18) anftretende Gleichheitszeich&n, 

daB es aufier 1 bzw ^p fame ewevte Zahl geben kann, welche der 
Relation (16) bzw (18) genugt. 

3. Der Inhalt der Relationen (16) und (18) lafit sioh nooh in etwas 
anderer Weise formulieren, wenn man statt des periodischen System- 

bruches & bzw <J' die Zahl 1 bzw. die reduzierte Form dee Bruches 



als das ursprilnghch gegebene ansieht. Da in diesem Falle q nor solche 
Pnmfaktoren enthalten kann, die auch in 6 vorkommen, so laBt sioh auch 



1) FQr v < k hat man offenbar, analog wie ficflher 



2) Dagegen hat man auoh bier allemal 

^<> 

Denn es mufl eem- 

Q ^< i 

<1 ~6* 

mit AuBscMufl der Gktchheit, da dieee letztere nui emtreten wtirde, wenn- 

On' a k ' .61, 

was unmOgbch ist, da ja der betreffende Systembruoh dann rein penodisoh aoa- 
fallen wflrde 



HO Absehnitt I. Kap. II. Begrantte uml unbdKwnztf S}trinlirflcin Nr 8. 

umgekehrt nach 
Systembruch, etwa: 



umgekehrt r nach 17, Nr 1 (S. 99) atpta dun-h tmeu bf(rfxtitii 



also auch in dor Form: 

(wo (?-o 1 '&-+ .- f 






darstellen. Daraus folgt dann welter, dafi KU dem obtw nut #,' be- 

^eichneten Systembruche in der Beziehuag (1H) itaht Mit llinstunnhme 
der Relation (16) k5nnen wir also folgendei auaapreclien: 

Bedeutet & die Zahl 1 odr cine* pt&itiwn echini 
dessen Nenner nur Primfakioren von b enihtttt, so lafit atck 
mal em unbegrewst fortsettbarer Systembruch tf y mit der Bosit b 
vnd der dngliedrigen Periode (h 1 ) angden, dfirart, daft; 



(fUr v^>~k, worm 'k die Anxahl der nicht-period lichen Glieder). 

Man erkennt zugleich, dafi wiederum kein ivxittr (gleicbgflltig, ob 
periodiwher oder nicht-periodiacher) unbegn*t fortiatebarar HjtUm- 
bruoh tf/ exietiert, welcher der Bedingung (19) oder auch aur der ar- 
weiterten Bedingung: 



gentigt. Wenn nftmlioli in dieser letxteren dw GfeuMtfttosjoben fQr irgend 
einen hesonderen Wert v-ft Geltung hat, 10 gilt w auoh fOr /N/M 
da ja (naoh 16, Nr.J2, S. 97, Ungl. (6)) ftr v > ftj 



Aus der in dieoem Falle ftlr v ^ ^ also bettehendan Gleiohusg: 

- < + t V 

folgt flodann duroh Vergleiohung mit (10) unmitWibar, dafi */ - ff t fOr 
v S; ft und sonut tf/ mit tf v fttr jedei v gendazn Mattock 'iit (ft 18, 
Nr. 8, S. 98). 

Hatte man andererteito beetandig: 
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so wiirde aus der Vergleichung mit (19) sich ergeben 



also: 

<>*, d h. ^tf, + - 1 P 
und somit schliefilich: 

was mit der gemachten Annahme in Widerspiuch steht 

4 Um die vorstehend gefondenen Resultate mogliohst allgemein 
formuheren zu ko'nnen, wollen wir die Bezeichnung ,,Systembruch" jetzt 
auf jeden Ausdnick von der Form- 

fc)r\\ ft f, I "i i^ "hi i^ i^ "n 

W) r-yt-^f jrf -TyT 

flbertragen, wo g jede game leh&ige* naturltche Zalhl (eventuell auch die 
Nutt) vorstellen kann, wahrend im flbngen wieder a lt Og, , a v n Ziffern (t 
bedeuten, d h der Reihe der Zahlen 0, 1, -,(& !) anzugehoren haben. 

Da sich andeierseits jede positive gebrochene Zahl in die Form g -\- setzen 
lafit (wo einen echten redueierten Bruch vorstellt) irndjede positive ganne 
Zahl g auch durch (g 1)+1 ersetzt werden kannj^o-lassen sich die beiden 
aufgefundenen Beziehungen zwischen Systembruchen und echten Bruchen 

bzw. der Zahl 1 durch Addition von g bzw. (g 1) in entsprechende 
Beziehungen zwischen Syst&nibruchen von der Form (20) und beliebigen 
(d. h. mcht mehr an die Bedingung <? ^ 1 gebundenen) posibven rafao- 
nalen Zahlen ff umformen. Darnach ergibt sich aber schlieBlich der 
folgende Hauptsatz: 

Jeder positiven rationalen Zahl a lafit sich ein und nur em 
uribegrentt fvriaekebarer 1 ), tibrigens attemal penodischer Systembruch 
0,, mit lelieJng vorgeschnebener Basis "b nuordnen, der art, daft: 

(21) tf^tf^^ + l (fttrjede8i/-0,l,2 ; ...). 

Umgekehrt gehbrt m jedem periodischeti Systembruche <r v eine und 
eine der Bedinyung (21) geniigende rationale Zahl <J. 



1) Unter einem unbegrenxt fortsetfbaren Systembruoh ist, wie der gauze Zu- 
sammenhang zeigt, ein fQr allexnal em eoloher zu verstehen, welcher nnbegienzt 
viele von Nutt wrschtedene Z&hler entbalt Andernfalls kOnite man ja auoh emeu 
legrensien Systembruch in dcm Sinne ale f) unbegrevust fortsetelar" bezeiohnen, daB 
OB ia freiateht, denselbea duroh erne unbesrrenzte Folsre von lauter Nidlen zu yer> 
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Es findet also zwischen den positiven rationales, Zdhlen emerseits 
nnd den zu emer bestimmten, aber beliebig zu wahlenden Basis & ge- 
hSrigen penodtschen SystembrucJien andererseits eine emdeuMg umkehrbare 
Beziehung von der Form (21) statt Dies ist in Wahrheit der eigentliohe 
Inhalt derjenigen Aussage, welche beim Rechnen mit DezimaTbruchen, 
also fur den speziejlen Fall 6 - 10, gewbhnlich m der Weiae ausge- 
sprochen wird: man konne jeden rationalen Bruch in einen unendlichen 
periodischen Dezimalbruoh (allenfalls nut der eingliedrigen Penode 9) 
verwandeln und umgekehrt Es entsteht nun die Frage, in wiefern man 
ahnlich wie es ja beim Eechnen mit Dezimalbruchen zu geschehen 
pflegt jeden unbegrenzt fortsetzbaren penodisohen Systembruch ge- 
radezu als Ersate fur eine gewisse rationale Zahl verwenden kann. Es 
erschemt zweokmafiig, bei der Beanirwortung dieser Frage sich moht auf 
die besondere Form der periodiscnen Systembrdohe zu beschranken, son- 
dern einen allgememeren Typus unbegrenzt fortsetzbarer Zahlenfolgen 
dabei zu Grunde zu legen 

19. Unbegrenzte Zahlenfolgen als Ersatz fUr rationale Zahlen: 
Batlonal-konyergente Zahlenfolgen. 

1. Es sei A Q) A 1} , A v , eine unbegrenzt fortsetzbare Folge 
rationaler Zahlen (behebigen Yorzeichens), d h es sei irgendeine be- 
stdmmte Yoischrifb gegeben, yermSge deren ffir jeden behebigen Siiellen- 
zeiger v das zugehorige A y bestimmbar ist (z B A v <S V) wo tf v einen 
penodischen Systembrueh bis zum v*" 1 GUiede einschheBlich bedeutet; 

ferner: A,- ^ A, - =^2, A, -(-!)' ^-, A, -^-T asf; 

aber auch' A v v* Prunzahl in der Reihe der naturliehen Zahlen; A v -= 1, 
wenn v das Quadrat einer nattirhchen Zahl ist, dagegen A v 1 in 
jedem anderen Falle usf ). Ferner werde angenommen, es enstiere eine 
rationale Zahl A, welohe sich yon aUen Zahlen A^,, deren Index v eine 
passend gewahlte naturliche Zahl erreicht oder ubersteigt (anders aus- 
gesprochen: yon aUen Zahlen A v mit Ausndhme einer passend bestimmten 
Anzahl), beliebig wenig unterscheidet. D h : wie Hem auch ein positiver 
Bruoh s vorgesohneben -werden moge ; so soil immer eine naturliche 
Zahl n yorhanden sein, derart, dafi: 

(1) A A v <s fttrjedes v^n. 

Iftngern, Man bemeike tlbngena, dafi bei dieser AnffasBung ein n-stelhger System- 
bruoh ff n ^ nicht der Bedingtmg (21), vielmehr einer solohen von der Form. 

r^ff<<T>-f y (v 0,1,2, .) 

genfigen wflide, wobei for 9 ^ n im eraten Tefle der Ungleichung dnrohweg das 
gilt 
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Lie Zahl n wird naturlich wesentlich von der Wahl des s abhangen, 
in der Weise, daB im allgememen bei Verkleinerung von ee notwendig 
sem wird, n zu vergroBern. Man konnte diese Abhangigkeit der Zahl n 
von der Wahl des daduroh kenntlich machen, daB man t statt n 
schreibt, und in der Tat werden wir uns gelegentlich dieser Schreibweise 
bedienen, falls der Zusammenhang es wflnschenswert erschemen laBt, 
die fiagliche Abhangigkeit besonders zum Ausdruck zu brmgen Zu- 
nachst aber wollen wir es bei der in TJngl (1) angewendeten Bezeich- 
nung belassen und uns damit begnugen, em fttr allemal hervorgehoben 
zu haben, daB m Ungleichungspaaren von der Form (1) (wie sie in un- 
seren weiteien Untersuohungen als geradezu fypisch sich auBert haufig 
einstellen werden) die Bestimmung der mit n bezeichneten Zahl allemal 
wesentlich von der Wahl der mit e bezeichneten abhangt. 

Wn zeigen nun zunachst, daB, wenn es uberhaupt eine den Be- 
dingungen (1) genttgende rationale Zahl A gibt, es stets nur eine emzige 
solche Zahl geben kann, mit anderen Worten, daB die Zahl A clurch die 
Bedmgungen (1) voUkommen eindeutig bestimmt erscheint. 

Angenommen, es gabe noch eine zweite Zahl A' der fraghchen Art, 
so hatte man zu beliebig klein vorzuschreibendem > : 

A-A V < etwa fttr v^n, 
: 4- etwa fttr v ^> n' 



und 68 wurden daher, wenn N die grSBere der beiden Zahlen n und n' 
bedeutet, ftir v ^> N die beiden Beziehungen 



glewlmitig bestehen, sodafi also sich ergeben wurde: 

\A'-A\<s 

Da es aber freisteht, die positive Zahl unbegrenzt zu verklemern, so 
folgt auf Grund des in Nr. 1 des vorigen Paragraphen (S. 108) erorterten 

Beweisprinzips, dafi: 

A' A, 

womit also die ausgesprochene Behanptung bewiesen ist. 

v 1 

Beispiele: Setzt manui r JL"^'" TX' B0 



also: 1 ^L, | < , wenn v + 1 > -^, d h. v ^ n, wo die grfifite in 
enthaltene ganze Zahl bedeutet. Somit ist A 1 . 

Analog hat man fur A, ^TI 1 + 7qr"f i 
also A*=* 1. 



114 Abachnitt I. Kap n. Begrenzte und unbegrenzte Systembrilohe Nr. 2 3. 

Man bemerke, daB die Glieder der ersten Zahlenfolge, namlich: 
_L f * .1 . . f durchweg unterkalb der speziellen Zahl A. 1 hegen 
und sich dieser bestandtg wachsend nahern; wahrend bei der zweiten 
Zahlenfolge, namh'ch: y, V T T ' > die durcllwe g ^fo* 1 liegen- 
den Glieder bestandig abnehmend der 1 zastreben 

Betrachtet man scnliefilicli die Folge der Zahlen: 



so findet man wieder- 1 1 J^| . 1? also Jl = 1, wahrend hier die 
Glieder der betreffenden Folge, namlich: 



A _L i. A 

1 ' 2 3 ' 4 ' ' ' 

in bestandigem Wechsel teils dberhalb, teils unterhalb der Zahl 1 Legend, 
dieser letzteren unbegrenzt naher kommen. 

2 Wirwolleneine unbegrenzt fortsetzbareZahlenfolge(u4 ,-4 1 , ",X r ,"-) 
der betraohteten Art, also eme solche, die zu einer bestimmten rationalen 
Zahl A in der duroh die Ungleichungen (1) dargestellten Beziehung eteht r 
als rahowd-Jconvergent bezeichnen und dafllr das abgekflrzte Zeichen [A v ] 
einfflhren. Da nach dem unmittelbar zuror gesagten die Zahl A durch 
die Zahlenfolge [A v ] vottig emdeuUg bestimmfr ist, so wollen wir das- 
Zeichen [A v ] als Ersatzzaichen fOr die rationale ZahlJ. zulassen, setzen 
also geradezu: 

(2) f^}-^ 1 ) 

und sagen- die Zahl A sei durch die Zahlenfolge {A v } darstettbar. 

Sollen nun diese neuen Zeichen fur bereits vorhandene Zeichen wirk- 
lich Irauchbar vrerden, so wird es auf Grund der bisher in analogen 
Fallen befolgten Methode 8 ) vor allem auf die Beanirwortung der folgen- 
den zwei Fragen ankommen: 

1) Wie erkennt man, ob zwei Zeichen yon der Form {A,}, {A v f } die- 
sdbe Zahl vorstellen, bzw welches der beiden Zeichen die groftere (Jdei- 
nere) Zahl vorstellt? 

2) Wie lassen sich Summe und Produld zweier in der Form {A v } t 
[B v ] yorgelegter ZJahlen durch Zeichen der namlichen Art darstellen? 

3 Ehe wir diese Fragen erledigen, schicken wir nooh die folgenden 
Bemerkungen voraus. Die in Nr 1 angestellte Betrachtung behalt ihren 



Vgl 7, Nr 1 (8 88) und g 10, Nr 1 (8. 64) 
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Sinn, wenn die mit A bezeichnete rationale Zahl die Nidi ist (vgL 12, 
Nr 5, S 73), m welchem Falle, wegen | A v \ = | A v |, die Bedingung (1) 
die Form annimmt: 

(3) \A,\<i ftr v^n 1 ) 

(z B 4, -^r-i, -^y^TZTi)- Wir llen alsdann die Folge {A v } 
nach Bedarf noch spezieller als mitt-convergent bezeichnen nnd setzen 
in diesem Falle naoh Analogie von (2): 

(4) KI-O.-) 

Die nutt-lconvergenten Folgen smd also lediglich eine besondere Gattung 
der rational -konvergenten. 

Ferner: Sind die Folgen ( A v }, {B r } rationalrlconvergent, so besitzen 
auch die Folgen { A^ + B v } , { A v B v } diese Eigenaohaffc, und zwar hat rtian: 

(5) (A,B r }-AB, wenn: K } - ^L, {B t } - B 

(anch im Falle A od&r bzw und 5 0) 
Beweis. Man hat identisch 



und daher: 

Wird jetzt zn beliebig vorgesohnebenem e> eine natflrliche Zahl n 
so flxiert, dafi fttr v ^ n gleichzeitig: 



BO folgt: 

\(AB)-(A,BJ\<i fur v^n, 

womit die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung bewiesen ist 
4. Zur Beantwortung der am Schlusse von Nr. 2 aufgestellten Fragen 

ergeben sich nunmehr die folgenden Satze: 
Satz I Es ist: 

W 
(b) 



1) Man pflegt diese Bedingung auch in folgendet Weiae auszuBprechen Die 
\A V \ werden mit unbegrenzt woohsendem v beltebtg kletn 

2) Z. B (--i 1 0, (^. i n 0. Im Ansohlufi an QL (A) ei nooh 

1 \9+i\ i -HI i 

bemerkt, dafi ui: {A,} eteta folgt {(7^*} 0, wenn die |&| wn*crftoft 
emer poaitiven Zahl bleiben. UmgeJcehrt folgt: {u4 r } UB: { C^r} 0, wenn 
die |OJ o&rftaZ6 einer poaitiven Zahl bleiben. 
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Die Eichtigkeit dieser Aussagen geht unmittelbar aus Gl. (5) der 
vorigen Nummer hervor, wonach ja : 



Setzt man ferner A v - B v D v , also B v A v + D v , so kann 
der Inhalt von GH (la) auch so formuliert werden: 

(6) {A} -{-4 + A), wenn: {V,} -'0, 

und da es offenbar unbegrenzt viele Zahlenfolgen {D v } von der Be- 
schaffenheit gibt, daB {D v } = 0, so folgt, daB jede rationale Zahl { A,} 
durch wibegrenet viele Zahlenfolgen von der Form { A, + D v } darstellbar 
ist (wahreud nmgekebrt jede rational -konvergente Zahlenfolge nur eine 
emeige Rationalzahl darstellt) 

Da apeaell eine aus lauter gleiohen Zahlen A. bestehende Zahlen- 
folge der defimerenden Bedmgung (1) von Nr. 1 genugt ; also lational- 
konvergent ist und die Zahl A darstellt (in Zeiehen: {^L} - -4), so folgt, 
daB mail behufs Anwendung der Beziehungen (I) zur Vergleichung einer 
Rationalzahl A mit einer in der Form { B v } vorgelegten die erstere nur 
m die Form {A} zu setzen braucht, dafi ferner die Zahl A auch durch 
alle mSghchen Zahlenfolgen von der Form { A + D v } dargestellt werden 
kann und daB umgekehrt in dieser Form alle die Zahl A darstellenden 
Zahlenfolgen enthalten sind. 

Satz II. Es ist: 

CO) K) + {^}-{^ + B,| 

Die Bichtigkeit auch dieses Resultats ist beieits in Gl.(5) der vorigen 
Nummer enthalten. 

Satz HI. Es tst' 
(HI) {A v } [B,}^{A V B V ] 

Be we is Setzt man wiederum: 

{ A, } A, { J? r } = B (wo eventuell aueh A bzw B sein kann), 
so hat man zunachst: 

AS - A V B V 



und daher: 

\AB-A.B r \\A >\B-B V +\B f \A-A V \. 

Wie klein auoh 6 > vorgeschrieben werden moge, so lafit sich n 
so fixieren, dafi fur v^n gleichzeitig: 

A-A V <d, \B-B v \<d. 
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Aus der zweiten dieser Ungleichuugen folgt dann noch, dafi: 

B $<B v <B + d, also. \B V \< B\ + d<\B + 1, 

wenn yon vornherem d < 1 angenommen wird. Alsdann ergibt sich aber 
fur v ^ n 



wenn > beliebig vorgeschrieben und uberdies 8 ^ rvri | g p , an- 

I -^ I ~f~ I ! + * 
genommen wird Damit ist die Richtigkeit der Behauptung (IE) er- 

wiesen. 

20 Periodische Systembrftche als Ersatz fiir rationale Zahlen. 

1. Auf Qrund der im vongen Paragraphen getroffeneu Festsetzungen 
laflt sich jetzt das Endresultat von 18 in folgender Form anssprechen: 

Jeder unbegtenet fortsetebare perwdwche Sysiembntch a v stellt 
eine und nu/r eine rationale Zahl tf dar. Umgekehrt ist jede ratio- 
nale ZaKL a durck einen und nur einen unbegrenet fortsetsbaren, 
ubngens stets penodischen Systembruch <s v nut vorgeschriebener 
Basis b darsteUbar 

Beweis Naoh 18, Ungl (21) (S 111) gibt es zu jedem perio- 
discben Systembruch d y erne und nur eine Rationalzahl tf, der art, dafi: 

(1) tf,<*^^ + p- ("-0,1,2, ), 
also* 

(2) |tf-tf, & fur v^n. 

Da aber zu beliebig klem vorgeschiiebenem >0 sich n so fixieren lafit, 
daB < B, so hat man: 

(3) W-*. 

Ist umgekehrt statt des penodischen Systembruches e v die rationale 
Zahl 6 vorgelegt, so lafit sich nach dem zitierten Satze ein periodisoher 
Systembruch <t v angeben, weloher die Relation (1) befriedigt, woraus 
dann wiederum folgt, dafi tf in der Form: 

(4), tf-K) 

darsteUbar ist Indessen ist hier noch zu zeigen ; dafi wirklich nur em 
solcher Systembruch a v (nut vorgesohriebener Basis 6) enstiert. Denn 
aus den bisherigen Betrachtungen folgt nur soviel, dafi allemal em und 
nur em der Relation (1) genugender Systembruch tf v vorhanden ist; daher 
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kSnnte es immerhin noch andere unbegrenzt fortsetzbare Systembrttche ff r ' 
geben, welehe einer Ungleiohung von der Form: 

|tf tf/|<e fttr v^n 
gentigen, sodafi dann ebenfalls die Beziehung: 

- 

resultieren wtirde Urn hieruber Yollstandige Klarheit zu schaffen, be- 
weisen wir den folgenden, auch spater noch zu bentitzenden Eilfssats: 

Sind <s v , 6 V ' iswei nicht vaftJeommen identische (d. h. G-lied fur 
Glted ubereinstimmende), unbegrenet fortsdsbare Systenibriiche mil 
dersdben Basis b (gleichgtdtig , 6b periodisch oder nicht), so Id fit 
sich eine natwttche Zahl m so fixieren, daft fur v^>m evne der 

beiden Differenten tf/ a v "hew. tf r tf/ stets oberhalb lleibt 

Aus der Voraussetzung, dafi <J V , <f v ' nicht yollkommen identisoh sein 
sollen, folgt, daB es emen ersten Index Jo geben muB, bei welohem a v f 
fQr v "k ein Ghed mit anderem Zahler enthalt, ale tf t . Dabei sei etwa, 
urn irgendeine Festsetznng zu treffen, der fragliohe Zahler von tf t ' der 
grdflere. Da er alsdann den entspreohenden Zahler von tf t mindestens 
urn 1 Ubertreffen mu8, so hat man zunachst: 



Da ferner <J y ' einen uribegrenet fortsetssbaren Systembruch bedeuten sollte, 
BO mflBsen auoh hinter der Stelle mit dem Index k noch Glieder vor- 
kommen, die von Null verschieden sind. Sei etwa m, wo also m ^ k + 1 
der Index des ersten solohen G-liedee, so 1st: 



und daher fttr v ^ w a fortiori: 

m ;ssk++~ 

Andererseits hat man fur jed^s ^ > &, also sioher auch fttr v 

W *.+k, + , 

folglioh: 

(9) tf '> ( yj_A+_L> tf +JL i 
V 7 / ' * ~ r ' & y 5* " ft" 1 

und somit BohlieBlioh: 

(10) ,;-., r >JL fflr V ^ 
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Das entsprechende findet offenbar im Falle <t k ><f k ' statt Damit 1st abet 
der ausgesprochene Hilfssatz bewiesen. 

Zunaohst folgt nun daraus, dafi niemals gleicheeitig : 

<j={<y v } und ff-njtf/} 

sein kann Denn alsdann mflfite nach Satz I, GH (la) {o* v <*'} 
sem, also tf, <f v '\ fur mnlanglich grofie v beliebig Ttlew werden, wahrend 
doch soeben gezeigt wurde, dafi <J t tf r ' 1 fftr v ^ m stets oberhalb eines 
bestimmten Bruches bleibt 

Somit gibt es m der Tat zu jeder rationalen Zahl <s nur einen 
emzigen und zwar allemal periodischen Systembruoh <s v , derart, daB 

-(,)) 

2 1st tf <= {tf r } und 

tf , , j. 5 _L . 4. 4. ffe 
ff ' ^ ^ 6 + 6 ^ ^ &" J 

so pflegt man statt der von uns benutzten Bezeichnung : 



zu schreiben 



(wobei also die Punkte am Ende des Systembruches dessen unbegrenzte 
Fortsetzbarkeit andeaten sollen) und sagfc dann gewbknliob, die rationale 
Zahl werde duroh den betreffenden ,,unetidKchen" (periodiscben) System- 
bruch dargestdlt, oder auoh umgekehrt, der wahre W&rt jenes unendtichen 
Systembruch.es sei die rationale Zahl tf. 

Setzt man in den vorstehenden Betraohtungen spezieil 6 10, so 
ergeben sioh die bekannten Begeln tlber die Darstellung rationaler Zahlen 
durch periodische Dezimalbrttohe und ttber die aogenannte Verwandlung 
periodischer Dezimalbrflohe in rationale Zahlen. 

Fiir gewisse analytiaohe Z*wecke bietet nooh der Spezialfall & 2, 
also der Fall der ,,dyadischen u Briiche, besonderes Interesse. Diese letz- 

1) Man kann dieses Ergebnie im Zuaammenhange nut dem Endresnltat von 
18 (8 111, Ungl (81)) auoh folgendermaftan anBBpreohen. 
1st 

a {"} 
40 hat man stets 



(wobei dM GhtdKhntneioheo. fQr v^k, wo fc^O, nur dann Geltnng hat, wenn a 
ine ganze Zahl iat oder ab reduzterter Bruoh nur Primfaktoren von & im Nenner 
nthalt, alao a v die eingliedrige Periods <& 1) beaitzt). 
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teren zeichnen sich, wie es das dyadische System mit sich brmgt 1 ), in- 
sofern durch besondere Einfachheit aus, ala fllr die samtlichen Teil- 
zaUer a f nur die Zahlen und 1 zur Verfflgung stehen. Im dbrigen 

gelten hier offenbar jfQr jeden reduzierten Bruch die folgenden Satze: 

1) Nor wenn q von der Form 2, lafit sich durch emen ~begrenisten 

dyadiBchen Bruch darstellen, der aueh durch emen uribegrenzten mit der 
Feriode 1 ersetzt werden kann, z B.* 



1 
P 



1 



oder in dyadischer Schreibweise: 

(0,1) _i_|-(0,01) B_ f = (0,11) 

(0,0111 . . . ) M - (0,00111 . . .) M - (0,10111 . . .) 

Speziell ist: i l i 

1=a Y + - 2 i + - a -8 + 

-(0,111 . .) 

2) In jedem anderen Falle resultiert em periodwcher Bruch mit mm- 
destens zweighednger Periode, und zwar em ran periodischer, wenn q 
ungerade, em unrein periodischer, wenn q gerade, z. B.: 

T-P+P+P+-' - (0,010101 ..) 
T-P+P+V+ =(0,0010101- -.) 

21. TJnbegrenzt fortsetzbare nicht-periodische SystembrticLe. 
Das Radizlerungsproblem. 

1. Nachdem wir durch die Aufgabe, emen rationalen Bruch in 
systematiBcher Form darzustellen, zn dem Begriffe des uribegrenst fort- 
setsbaren periodischen Systembruches gelangt sind, kge es schon an sich 
nahe, auch unbegrentst fortsetebare nicht-periodische Systembrflche 2 ) m den 
Kreis unserer Betrachtang zu ziehen. Auf die HersteUung deiartiger 
Systembrflche wird man aber geradezu mit logischer Notwendigkeit ge- 

1) Ygl % 15, Nr 2 am ScHuise (S 96) 

8) Z B 0,12112111211112 ; 0,128 91011 99100101 (uaf., d h 
die geozdnete Folge der natflrlichen Zahlen in dekadischer Schzeibweise) 
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fuhrt, wenn man versucht, auch die Opeiation des Potenzierens um- 
eukehren und zwar zunachst in der Weise, dafi man den Potewfwert und 
den Exponenten als gegeben, die Basis als vorlaufig uribekannt ansieht 
Es handelt sich also darum, eme Zahl x zu bestimmen, welche der Glei- 
chung genii gt: 
(1) f-a. 

Eine solche Zahl x, sofern ste ub&rhawpt existiert, wild m* Wureel aus a 
genannt, in Zeichen: 

Dabei wird m als Wwrtelexponent, a als der Eadikand, die durch GH. (1) 
geforderte, durch GU. (2) angedeutete Operation als Eadwi&rung be- 
zeichnet. 

2. Wir nehmen zunachst m und a als positive ganee Zahlen an. 
Bildet man sodann die Reihe der Zahlen l m , 2 m , 3 W , , so gelangt man 
entwedcr zu emer Zahl g m } derart, dafi: 

(3) Q m = o>) also : K" <=s 9 1 

oder es gibt m jener Reihe Iteine solche Zahl g m . Dabei wird offenbar 
der letztere Fall der bei weitem haufigere sein Denn bedeutet g irgend- 
eme positive ganze Zahl, so hat man mit Beniitzung des binomisohen 
Satzes (^ + l) m >^ BI + mg m ~ l , sodafi also ewischen g m und (0 + l) m 
mindestens mtf"- 1 (fur w>2 sogar stets mehr als w^" 1 ) vcrschtedene 
gan0e ZdMen liegen FSUt also a nut irgendemer dieser Zwischenzahlen 
zusammen, so ist die Existenz einer Beziehung von der Form a $* 
allemal ausgeschlossen. Es lafit sich dann aber zunachst zeigen, dafi 
auch fame gebrochene Zahl ~ existieren Team, dergestalt, dafi: 

~i a. also: -n = a 



Denn da man p und 3 stets ale relahv pnm annehmen kann, so gilt das 
gleiche von jp m und 2 OT , sodafl also ^ menials eme ganee Zahl a vor- 

stellen kann. 

Es wird nun, wenn nicht gerade a 0" 1 , in der Reihe der Zahlen 
l m ,2", 3 m , - eine und nw erne Zahl g m (wo^r^l) geben, derart, dafi: 



Bedeutet jetzt wiederum & eine beliebige natttrliche Zahl ^ 2, und bildet 
man die Reihe der Zahlen: 

f, b+VT, 
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so muB sich in derselben erne besfcimmte Zahl von der Form (g -f y) , 
wo <^ #! <^ 6 1 , vorfindeD, sodafi 



(5) 

Bildet man dann weitei. 



so ergibt sich analog: 

/ A A \*H / ft. flL I 1\W 

(6) fc+T + ) <*<(ff +% + **$-) 

wo wiederum a, eine ganz bestimmte Zahl aus der Eeihe ; 1, , (& 1) 
bedeutet 

In dieser Weise fortfahrend erhalt man offenbar eine unbegrenzt 
fortsetzbare Folge von Ungleichungen der Form: 

(7) <V*< 
wo: 



und ^ eine gewisse gauze Zahl, im tibrigen a 1} , a, ,,Ziffern", d h 
Zahlen aus der Reahe 0, 1, , (6 1) bedeuten. 

Man gewinnt also bei dem eben entwickelten Yerfahren einen un- 
legrenet fortsetisbaren Systembruch, dessen w to Potent zur Zahl a in einer 
ahnlichen Beziehung steht, wie em perwdisdier Systembmch zu einer 
bestimmten rationalen ZahL Es lafit sioh aber auch zeigen, dafi die Folge 
der Zahlen d v m (v 0, 1, 2 ; ) eine ratwnal-lconvergente ist und dafi man 
daher die Ungleiohung (7) geradezu durch die folgende Gleickung er- 
setzen kann. 
(8) {^"}- 

3. Um dies nachzuweisen, bringen wir TJngl (7) zunaohst auf 
die Form, 



also: 

(9) l-;-l 

Behufs Umformung der rechten Seite dieser Ungleichung gehen wir aus 
von der fur jedes r geltenden Identiiat: 

1 _ (r 1) (f**- 1 + '" 1 - 1 + 4- r + 11 
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Setzt man r = und multipliziert mii g"', so folgt daraus : 



(10) p m g^-Qj 

und daher fttr p > 3 > (wegen. #"'-* 2*- ^.p'"- 1 fttr v=2,3, ,w): 

(11) | jp" - #"' | - 2> m g" < (p g) wjp m ~ *. 

Wendet man diese Ungleichung auf die rechte Seite von Ungl. (9) an, 
so wird. 



Wii'd also n so fixiert, dafi 



(was, wegen "b n > n&, sicher der Fall ist, wenn nb ^ ^'^T - j so 

hat man: 

(13) \a (f v m \<s fttr v^n, 

und somit, wie behauptet: 

(14) {^ m )- 

4. Wdhrend hieraach die Folge der Zahlen tt (v 0, 1, 2, ) zu 
den rational- konyergenten gehort, so lat sich zeigen, dafi das gleiche 
fur die Folge der Zahlen r; also fur den wnbegrenet fortsetebfrren Systeni- 
bmch <s v nicht der Fall ist. Denn ware etwa: 

(15) (<y v ) tf (d. h. rational), 

BO fande man duroh wiederholte Anwendung des Satzes III von 19 
(S. 116): 

M m -[',*}, 
also: 

(16) {*,"}-^. 

Dann wflrde aber aus der Yergleiohung mit Gl (14) sioh ergeben 
<j a, also: y a tf, 



was rfer Voraussettung widerspricht, wenn 9 eine ^aw^e Zanl, aber auch, 
wie bewiesen, unmbglich ist, wenn <? ein (uneohter) JBrucft eein sollte. 

Der unlegrenet fortsettbare Systembruch a v kann also in foinem Falle 
erne rationale Zahl voretellen. Daraus folgt zugleioh, dafi er em mcht- 
HAITI mnfi 
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5. Die soeben angestellte Betracbtung legt nun aber unmittelbar 
den folgenden Schritt nabe. Angenommen, es gelange, eine neue, also 
unter den rationalen Zablen mckt vorbandene Zabl S so zu defimeren, 
daB fttr jedes v: 



BO batte man, falls auch nocb 5 in passender Weise definiert weiden 

kann* 

(18) ,"<S* 



und daraus, wie oben (vgl (7), (8) bzw. (14))- 

(19) { tf v m } S m , also: S m a und: Y> S 

Somit wtirde uns die fraglicbe Zabl S wirklicb die Lbsung des vorge- 
legten Problems liefern. Hierzu ware nur zu zeigen 

1") DaB die Ungl (17) wirklicb zur evndeuhgen Definition 
emei neuen Zabl S ausreicbt, d. b daB jener Zabl S auf Grund 
der Beziebung (17) em eindewtig lestimmter Plate innerbalb der 
Gesamtbeit der ratoonalen und der neu eu erschaffenden Zablen 
vom Typus S zukommt 

2) DaB aucb S m in bestimmter Weise und zwar so definiert 
werden kann, daB aus UngL (17) allemal das Besteben yon 
UngL (18) folgt, oder, gleicb etwas allgememer, daB die vier 
Spezies sicb nut Eibaltung ibrer fundamentalen Eigenscbaften 
auf die Zablen vom Typus S ausdebnen lassen 

Statt nun aber die nicht-penodischen, unbegrensrt fortsetelaren System- 
bruche zur Definition jener neuen Zablen zu benutzen, scbeint es zweck- 
maBig, diese Definition yon vornnerem an emen etwas aflgemeineren Typus 
yon uribegrensit fortsetebaren Folgen ratwnaler Zcifden anzuknflpfen, in ana- 
loger Weise, wie wir oben ( 19) bei der Emftibrung neuer Zablzeicben 
fUr die rationalen Zablen statt der periodiscfien Systembrudie gewisse 
cdlgememere Zdttenfolgen zu Grunde legten Diese besonderen Zablen- 
folgen, welcbe, wie sicb zeigen wird, sowobl die rationcd-lconvergenten 
Zdhlenfolgen, als aucb die unbegrenet fortsetebaren, mcht-periodischen 
Systenibruche als spezielle Falle umfassen, sollen nunmebr zunacbst 
definiert und auf ihre far uns wesentlicben Eigenscbaften untersucht 
werden. 



Nr 1. 22 Definition u allgem Eigenschaften konveigeuter Zablenfolgen 125 



Kapitel El 

Konvergente Zahlenfolgen, reelle Zahlen 
und Grenzwerte reeller Zahlen. 

22 Definition und allgemeine Eigenschaften konvergenter 

Zuhlenfolgen. 

1. Es werde mit c , c 1? , c v , oder, kurzer geschiieben, mit (c,) 
eine nach irgendwelcher Rechenvorschrift unbegrenzt fortsetzbare Folge 
ratio naler Zahlen bezeiclinet *) Lafit sich alsdann jeder, insbesondere 
also jeder noch so Jdemen positiven Zahl e erne natflrkche Zabl n so zu- 
oidnen, daB' 

(I) <W, -<*,! fllr P-l,i3, , 
so soil 

(c , c l; , c v , ) oder, kfirzer gescbueben [c r ] s ) 

eine konvergente (rationale) Zahlcnfolge heifien 

Es verdient zunaclist bemerkt zu werden, daB man die definier&nde 
Vngleichung (I) aucb durch jede der beiden folgeuden ersetzen kann : 

(II) | c n+9 c n \ < e (mit Ausschfafl der 
oder: 



welohe mekr zu verlangen scheinen, als Ungl (I), in Wabrneit abei stets 
erftiUt (genauer gesagt- durch geeignete Bestimmung yon n stets erfuUlar} 
smd ; soda^ man sie gleichfalls als Defimtionen fdr die Konvergenz der 
Zahlenfolge (o r ) ansehen kann ; obne daB hierdurch der Kieis der zu- 
kssigen c v mehr eingesohrankt wud, als durch die Bedmgung (I) 



1) Wahrend in den beiden ersten Kapiteln kleme latemiache Buchstaben 
immer nattlrliche Zablen, kleme gneohieche positive rationale, grofie lateuusche 
rationale Zahlen beliebigen Voreeichene bedeuteten, wird von jetzt ab diese Unter- 
scheidung aufgegeben und, soweit erforderlioh, yon Fall zu Pall auBdriicklioh er- 
klart, welohe Art von Zahlen durch wgendwelche Buohstaben reprasentaeit wird 

2) Es bedentet also allemal das Zeiohen [c v ] eine bereits als Convergent er- 
kannte Zahlenfolge, -wahrend (,) eine Zahlenfolge bedentet, die eventnell auch 
konvetffent sein Jtann. deren Eonveijcrenz mdeseen noch moht featoteht 
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Nimmt man namlich eine positive Zahl 6* < an, so kann man, 
nur die Bedingung (I) besteht, n so fixieren, dafi: 



e n \d (0 = 1,2,3,...), 
BO dafi also sicher: 

!<W ? -*!< (p-1,2,3, .-), 

in tTbereinstimmung mit (II). (NB. Die Zahl n in (II) wird natttrlich im 
allgemeinen eine andere, namlich grofiere sein, als diejenige m (I). Das 
ist aber offenbar unwesenthch, es kommt immer nur daranf an, dafi sich 
jedem >0 irgendein positives ganzzahliges n zuordnen lafit, derait, dafi 
die in Frage kommende Beziehung erfflllt ist) 

Bestent nun aber die Bedingung (II), so kaun man auch n so 
fineren, dafi. 

,+ e - c *l<T (C ol 2 > 3 ; )> 
und daher: 

k-^l<T fttr: v ^ n > 



\c.... t 



<! fttr: v^n, Q - 1, 2, 3, . . 



2 

Da aber 1 ): 

so folgt schliefilich- 



d h es besteht dann allemal auch eine Beziehung von der Form (III). 

Dafi wngekehrt auch (II) erftillt ist, wenn (HI) besteht, erkeunt man 
unmittelbar, wenn man in (III) speziell v n setzt Sodann ist aber 
auch (I) a fortiori erfflllt 

Hiernach sind also die Bedingungen. (I) (HI) bezHglioh ihrer Trag- 
weite als yolhg aguivalent zu betraohten, und es steht daher vollkommen 
frei, je nach Bequemlichkeit, sich der emen oder anderen zu bedienen. 

2. Offenbar Bind die in 19 eingeftihitenrabonal-leonvcrgenten Zahlen- 
folgen {c r } c auch sohlechthin Teonvergente Folgen. 1 ) Denn aus: 



1) 8 12, Nr. 6 (S. 76). 

2) EB bedeutet also {c^} erne bereits all rational-konvcrgent erktmnte Zahlen- 
folge, [cj erne konvergento Zahlenfolge, die mOglioherweiie auoh rattonal-kon- 
vergent lein kann 
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folgt: 

k-<W e l<| ftbr: *^, 9=1,2,3, 

und daher wegen Cf+l} -c r \-\(c- O - (c - c, +(J ) : 

\ C V+ Q - C V\< S *&*' v^n, 0=- 1,2, 3, 

Bedeutet ferner tf r einen beliebigen (d. h gleichgulfcig, ob perio- 
dischen oder nicht-periodischen) wibegrenet fortsetabca en Systenibruch, so 
hat man: 



und daher: 



< , also auch- < fttr: v 



wenn nur n wiederum so firiert wnd, daB -^ . Somit liefert j 

& 

wn&e^re0# fortsetgbare Systembruch tf y eme Icomergente Folge [tfj . 

3 Die Zahlen c r einer Iconvergenten Polge milBsen, zum mindesten 
von einer bestimmten Stelle ab, samtlwh positiv oder samtlicli negativ 
sem, aufier wenn ihre absoluten Betrage mit unbegrenzt wachsendem v 
beliebig Idein (s, S. 115, Fufin. 1) werden. 

Haben namlich die c v mcht von irgendeiner Stelle ab dasselbe Vor- 
zeichen, so mtissen zu jedem o v nock wibegrenet viele c v+? mit e^^ew- 
gesetsrtem Vorzeichen, also mit dem Vorzeichen von c v existieren, und 
man hat daher fttr jedes v und unbegrenst viele Q : 



Soil also fttr v ^ w durchweg: 

\c v+(l -c v \<s 
ausfallen, so ist dies nur mSglicb, wenn ftlr v ^ n durchweg 



Hieraach kann bei einer konvergenten Folge der Fall unbegrenzt 
vieler Zeiehentvechsel nur dann eintreten, wenn die | c v \ mit unbegrenzt 
wachsendem v beUebig Tdein werden, oder anders ausgedrQckt, wenn: 



Also: E\ne konvergente Zdhlenfolge mit unbegrenzt melen Zeichentvecliseln 
ist stets null-Jconveraent 
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4 Betrachten wir jetzt eme Zahlenfolge, deren Glieder c v von irgend- 
emer bestimmten Stelle ab dasselbe, etwa das positive Vorzeichen haben 
Alsdann Jcann ebenfalls del besondere Fall eintreten, daB die c v mit unbe- 
grenzt wachsendem v behebig Tdein \verden, dafi also wiedemm 

W-lO-o. 

In jedem anderen Falle mufi es eine gewisse positive Zahl a geben, deiart, 
daB unter den Zahlen c vf wie weit man dieselben auch verfolgen mag, 
stets Rolche vorhanden sind, fUi welche c v ^ Nun nelime man eme po- 
sitive Zahl g behebig, aber jedenfalls < a aa und ordne ihr eme positive 
gauze Zahl n so zu, dafi: 

|c, +p -c v |<fi fftr v^n, 9-1,2,3,.- 

Alsdann hat man, wenn r eine solche ganze Zahl ^ bedeutet, dafi 
speziell c r ^ K, auch: 

\ C r + ( >-C r \<S, 

also : 

s < c r+ c r <s 
und daher: 

(1) c r -e<c r+(! <c f + S (9-1,2,3, ) 

Die leiden kufieren Q-lieder diesei Ungleichung sind bestimmte posi- 
tive Zahlen, da ja e < a ^ c r Im tibrigen steht es frei, e behdng Mew, an- 
zunehmen, sodafi die beiden Zahlen c r e und c r + s sich leliebtg wenig 
vonemander unterscheiden. x ) 

Da das analoge offenbar far konvergente Zahlenfolgen nut schliefi- 
lich negatwem 'Vorzeiohen gilt, so lafit sich das Ergebms der in Nr JJ 
und 4 angestellten Betraohtungen folgendermafien aussprechen 

1st die Jconvergente Zahlenfolge [c v ] Iceine nutt-lwntoergente, so 
g^bt es (wribegrewst viele) Paare von positiven, leliebig yenig von- 
emander versohiedenen rationalen ZaMen c', c" t dergestcdt, daft fw 
title v } die eine gewisse naturliche Zahl r erreichen oder uber- 
steigen t also fur v^>r, evne der Beeielwngen lesteht: 

(2) 



1} Man kann den einsobliefienden Sohranken c r a und c r -\- s auch eine 
Form geben, welche zum Auadrnck bnngt^dafi jene beiden Zahlen nioht nur tibet - 
hauptf eondern auch tm Verh&ltnu zu threr eigenen Ghrdfie sioh belitibtg wemg von- 
einander tmteracheiden (was zuweilen nfltzlich ersoheint, zumal wenn c r aelbst sehr 
Klein ist). Wird n&mlioh ein positiver echter Brnoh 8 lel%eb\g Uetn angenominen 
und sodann e = J gesetzt, so findet man: 



c r s = c r ffu ^ (1 ff) 
c -I- s =. c 4-8 
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Hieraus, iin Zusammenliange mit der Taisache, dafi die absoluten 
Betrage der Glieder emer null- konvergenten Zatdenfolge schheBlioh be- 
hebig klein werden, folgt weiter: 

Die absoluten Betrage der Gkeder c v einer konvergenten Zahlen- 
folge bleiben stets unterhalb wnd, wenn die Folge Jceine nuRr 
Twnvergente ist, gwm mmdesten von einef bestimmten SteUe ab l \ 
auch oberhalb einer posttiven ZaM. 

5. Satz Die Konvergenz emer Folge [cj wird meld beemtrachfagt, 

wenn man erne begrenete oder unbegrenate Menge von Gliedem c r 

wegldfit oder die Glieder einer beUebigen Umordnung untenoirft. 

Der erste Teil dieses Satzes kann auch folgendennafien ausge- 

sprochen werden 

M^t der Zahlenfolge [c r ] konvergiert auchjede aus ihr heraus- 
gehobene Folge 

Be we is. Da die Definition der Konvergenz einer Zahlenfolge nur 
fiber diejemgen Gfbeder etwas anssagt, deren Index eine gewisse (abrigena 
beliebig groft zu denkende) Zahl ubersteigt, so folgt unmittelbar, da die 
Weglassung*") einer begreneten Anzahl von Gliedern auf die Konvergenz 
der Folge kemerlei EmfluB iibt 

Es bedeute nun ferner W 07 m if -, m^ eine unbegrenzte Folge 
aus der Reihe 0, 1, 2, herausgehobener wachsender Zahlen, Man hat 
alsdann ausnahmslos m v ^v und zum mindesten von einer besiammten 
Stelle ab sogar m v > v (mit Ausschhifi der Gleichheif) Aus der Be- 
ziehung . 

folgt daher a fortiori: 

K +f -<^l< fflr: v > n > ?-l|3|8, , 

d. h die Folge (c^, c mi , , c , ), also jede aus der Folge [cj durch 
Weglaqsung beHebig vieler GHieder entetehende (bzw. herausgehobene) 
Folge ist m der Tat konvergent 

Es bedeute ferner (Vj^iV '> G vr'") eme Zahlenfolge, die aus der 
Folge (c , <?!, , c f , ) durch eine blofie Umordnung der Glieder hervor- 
gegangen ist Wird dann m zu beliebig vorgeschnebenem s > so 
fixiert, daB: 

-<' fur: vm -l2 3.-. 



1) Die Folge kOnnte ja, ohne eine nvfl~1convergentt zu sein, ein oder mehreie 
Male die Null all Glied enthalten 

2) Offenbar kOnnte man aaoh eine begrenzte Anzahl Ton Ghedern beliebig 
abtindem, ohne die Konvergenz BU beemtraohtigen. 
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so nehme man n so groB an, daB in der Reihe der Zahlen C ', e/, ,<*-! 
die samftichen Zahlen c , c it f c m _! vorkommen und daher die Folge 
c ' c +i> ' ' nur 8 l cne Zahlen enthalt, welche der Folge c mj c m+1 , 
angehoren, mit anderen Worten solche c vf fur welche v ^ m Alsdann 
folgt aber, daB. 

I c v'+ e c r \< fui " ^ M, (> = 1, 2, 3, , 

womit die Konvergenz der aus der Folge [c,] durch TJmordnung ntstan- 
denen Folge der c/ erwiesen ist 

6. Eme Folge von Zahlen a v , welche dnrchweg emer der Be- 
dingungen gentlgt: 

(3) <* v+ i-a v >0 



soil monoton und zwai im ersten FaUe memcds abnehmend, 101 zweiten 
menials gunehmend heiBen Ist durchweg 

(4) a, +1 a r >0 bzw a v+l a v < 

(mit Ausschlufi der Gletchheit), so heiBt die Folge monoton zunehmend 
bzw monoton abnehmend 

Beispiele monotoner, mentals dbnehmender Folgen bilden alle un- 
begrenzt fortsetzbaren Systembrttche e (v = 0, 1, 2, ), Beispiele m&- 
metis eunekmender Folgen alle Systembrflche mit um 1 vermehrtem End- 

zahler, also die Zahlen von der Form a v -f- Denn naoh. 16, Ungl (7) 

b 

(S 97) hat man stets tf r ^ a v+i , dagegen tf r + ^- ^ tf r+1 + ^ 

Fflr solche monotone Zahlenfolgen gibt es em flberaus emfaches 
Kennzeichen der Konvergenz; es gilt namhch der Satz. 

Sind die Zafden a v sum mindesfon fur v~^>m monoton und 
Vteiben ihre absoluten Betrage unter emer endhchen Bchranke, etwa 
\a 1 ,\<ff, so ist die Folge der a r erne konvergente 

Beweis Es seien, um eme Festsetzung zu treffen, die a v fttr v^>m 
memds abnehmend, also a v+i a f ^> 0. (NB. Die a y kdnnen dabei po- 
sitiv oder negativ sem.) Angenommen nun, die Folge (a,) ware "kevne 
konvergente, so mfiBte es eine positive Zahl a geben, derart, daB zu dem 
Gliede a v) wie grofi auch v angenommen werden moge, ivnm&r nooh ein 
spateres GLed a, + . existiert, fur welches die (nach Voraussetzung nioht 
negative und bei VergrbBerung von Q niemals abnehmende) Differenz 
a v+e ~~ a f D 10 ^ unter jener positiven Zahl a liegt, also: a v+f} a, ^ a. 
Man konnte also aus der Folge (a v ) eme unbegrenat fortsetzbare Folge 
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von Gliedern a n , a n+fi , a n+9i , - , a n +) herausheben, dergestalt, daB. 



^ K 

Durch Addition dieser Ungleichungen wtirde sich eodann ergeben: 

also 

d h Q> H+ g t mtiBte, da es ja freisteht, k, also auch A ; unbegrenzt zu ver- 
grSBern, schlieBlich jede noch so groBe positive Zahl u"berst"igen, -was 
der Vorausaetzung a n+9 < g widerspricht. Somit war die ohige An- 
nahme unzulassig, d. h die Folge der a v muB eine Iconvergente sem. 

Fiir erne niemals eunehmende Folge (b v ) folgt dann die Riohtigkeit 
unserer Behauptnng unmittelbar aus der Bemerkung, daB ja die Folge 
( &) eine niemals dbnehmende, also Iconvergente ist, sofern nur 1 6 y | < g. 
Gleichzeitig nut der Folge ( &,) ist aber allemal auch die Folge (6 r ) 
eine Iconvergente, da ja: 



7. Satz. jETa^ man zwei Iconvergente Zahlenfolgen [a v ], [&J, 50 
vergteren auch die Zahlenfolgen: 



, falls die Folge [& v ] ^'e nullrkonvergente und "kern eineelnes 
&, tf ; awc/i d*e Zdhlenfolge: 



Beweis. Setzt man: 

a r & y c v , 
so folgt: 

e, +? o v - (a r+f a f ) (6 r + v - &,) 

Wegen der Konvergenz der Folgen [aj, [6J laBt sioh n zti jedem 
> so fixieren, daB gleichzeitig: 

.+ ? -rl<-J, I^F+f-ft. <T fttr: "^, p-1,2,3,- 
und daher in demselben Umfange: 

(5) c, +e -c v l^ a y+<p -a t +|& y+? -M<fi, 

sodaB also die Folge der c v , d. li der a y + 6 r bz-w. a v 6 y 
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Setzt man gweitens- 
so folgt: 



Nr 7 



Aus der Konvergenz der Folgen [aj, [&J ergibt sich (s Nr. 4 am 
Schlusse), daB die \a v \ t |6 V | durchweg unter emer endlichen Schranke 
bleiben, etwa: 

und daher- 



Wird jetzt n so gewahlt, daB gleichzeitig 
so folgt, daB in demselben Umfange- 



1,2,3, 



also die Folge der c y , d h der a v b v Convergent ist 

Wird jetzt ausdiflcklich. yorausgesetzt, daB die \ dnrchweg von Null 
verschieden und daB die Folge [&J keine null-konrergente ist, so folgt, 

daB die y (y =- 0, 1, 2, ) durchweg besiammte Zahlen smd, deren abso- 
lute Betrage uMterhdlb einer gewissen Schranke bleiben (da ja nach dem 



Schlufisatze von Nr. 4 die 
mtissen), etwa* 



Man findet sodann. 
l l 



oberhaXb emer positiven Zahl bleiben 



<s fiir v 
wenn n so fixiert wird, daB: 



Somit ist unter den bezd.gL.ch der ^ gemachten Emsohrankungen gleich- 
zeitig mit der Folge der & r auoh diejemge der , erne honvergente 

Wegen -^ = a v -y- ergibt sich dann schliefllich mit Hilfe des un- 

"* "M 

mittelbar zavor gefundenen Resultats auch die Konvergenz der Folge 
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Zusatz Setzt man a r = a (ftir jedes v), was gestattet ist, da ja 
eme Folge aus lauter gleichen GUiedern a offenbar Jconvergent (sogar 
rational-convergent) ist, so ergeben sich noch die folgenden Spezialsatze: 

1st [&] eine Iconvergente Folge, a eme von Null verschiedene 
Zdhl, so svnd auch (a 6,,), (&), h~) fconwenjewfe Zahlenfolgen 
und, water den oben leeuglich der & gemachten Einschrankungen, 



8 Die in der rongen Nummer bewiesenen Satze uber Addition und 
Multiplikation lassen sich obne weiteres auf eine behebige Anzahl kon- 
vergenter Zahlenfolgen ilbertragen Insbesondere folgt durch (m 1)- 
mahge Anwendung des Multiphkationssatzes auf die Zahlenfolge [aj, so- 

wie des Satzes uber die Konvergenz von ( T-J bei Voraussetzung der 
Konvergenz von (6 V ) und gewisseh Emscnrankungen- 

1st m eine naturliche Zahl, so Itonvergiert gleichzeitig mit der 
Folge (a r ) auch die Folge (a v m ); ebenso die Folge (a* 1 "), wenn 
die a v dwrchweg von Null verschieden und die Folge der a v Tteine 
null-lconvergente ist 

Auch lassen sich offenbar die Resultate, die sich auf die Konvergenz 
von Zahlenfolgen der Form (a v b v }, (a r 6 y ), &} beziehen, auf solche 

Zahlenfolgen tibertragen, deren Glieder durch icombinierte Anwendung 
verschiedener rationaler Recknungsoperationen aus den Gliedern konver- 
genter Zahlenfolgen hergestellt amd. Yersteht man etwa unter ernem 
legrensten raboncden Ausdruck R(a v ,l) v , ,%) eine Verbindung der 
Zahlen a y , 6 y; . , U v (fur jedes einzelne v 0, 1,2, ) und eventuell 
einer gewissen Anzahl fester (d h von v unabhangiger) Zahlen mit Hilfe 
emer bestimmten (d. h. wiederum von v unabhangigen 1 )) Anzahl fflr 
jedes v unveranderhcher rationaler Operabonen, so gelangt man durch 



1) EB darf also msbeaondeie v bei dei Bildnng von H nioht ols Exponent 
der a v , 6 r , . auffcteten 1st z B a v <*-l-\ ,80 gehOrt der Ausdrnok (l-\ j 

mcht der Form JB(a r ) an, aodafi also ana der Konvergenz dex Folge (l-\ J 

(1 X* 
1 -) J gesohloBsen werden darf (NB Da- 

gegen kann v Behr wohl m den einzelnen o r , 6 V , als Exponent von Zahlen 
auftreten, die von v nnabhangig Bind, z B 

i / i\* 

UBf.). 
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forfcgesetzte Anwendung der yorstehenden Ergebnisse zu dem folgenden 
allgemeinen Satze, welcher jene ersteren als spezielle Falle enthalt: 

Sind d^e Folgen (<z v ), (6 V ), - , (&) Convergent und ledeutet 
JR(a r , l v) , &) einen begreneten ratwnalen Ausdrwik, so ^ ouch 
(R(a v , b v , -, kj) ewe konvergente Folge, vorausgesetet, daft kemer 
der in JR(a v , b v , , &) auftretenden Nenner Null ist oder einer 
ntitt-konvergenten Folge angehort. 

23. Definition der allgemeinen reellen Zahlen durch konyergente 
Zahlenfolgen. Die Tier Spezies mlt reellen Zahlen. 

1. In 19 mirde gezeigt, wie man die rationalrkonvergenten Zahlen- 
folgen, die ja nur besondere Typen der scnlechthin konvergenten Zahlen- 
folgen bildea, als Ersate, d. h als neue Zetchen filr rationale Zahlen em- 
flchliefilich Null yerwenden kann. Wir'maoheu nun den analogen Schritt, 
wie bei der EmftLhrnng der rationalen Brdche ( 8, 3. 42) und der allge- 
meinen Differenzensymbole ( 11, S. 56): wir fQhren atte moylichen ~kon- 
vergenten ' Folgen [oj als neue Zabhteichen ein. Sind die betreffenden 
Folgen rationd-famvergent, in welohem Falle wir yon jetzt ab statt der 
biaher bentttzten spezielleren Bezeichnung {c v } die fttr alle konvergenten 
Folgen eingeftthrte [cj gebrauchen wollen, ist also: 

[cj c (d L eine rationale Zahl), 

00 bestehen fttr die Vergleichung eolcher Zahlzeichen und fUr das Eechnen 
mit ihnen bereits die in 19, Nr ^4 angegebenen Regeln, welche in Wahr- 
heit lediglich flbertragungen der for rationale Zahlen bzw, Null geltenden 
G-esetase in die neue Schreibweise sind Wir setzen nun fest, dafi diese 
Regeln fttr alk Zahlen yon der Form [c t ] Geltung haben sollen, mit an- 
deren Worten: wir definieren far den Fall, dafi mindestens eine der zwei 
Zahlen [cj, [c/] keine rationale Zahl (einBohliefilioh der Null) sein sollte, 
deren G-leichheit bzw. Ungleichheit, sowie ihre Addition und Muttiptikation 
duroh die in 19, Nr. 4 (S. 116, 116) mit (I)- (TO) bezeiehneten Formeln 
Zur Darchffthrung dieses Prinzips bedarf ea nur nooh der folgenden Be- 
merkung Ist die Folge der c, eine rational-Tconvergente, jedooh nicht miGr 
konvergent, so stellt [c,] eine bestimmte positive oder negative rationale 
Zahl dar, es besteht also unzweideutig eine der beiden Beziehungen: 

(1) W>0 bzw. [cj<0. 

Ein iioheres Eennteicfon dafUr, weloher der beiden Falle eintritt, bildet, 
aaoh wenn man die gewohnliche Form der rationalen Zahl c (als gauze 
Zahl oder reduzierten Bruch^ irar meht kennt dm- Umiif^rl A& nDf e . 
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zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab, im ersten Falle duroh- 
weg posriiv, im zweiten durchweg negctiw sind. Da aber diese Konstanz 
des Vorzeichens na<5h 22, Nr. 3 (S. 127) bei often famvergenten Folgen 
aufier den mtflrhonvergenten yorhanden ist, so hat sie auf Grand unseres 
Prmzips geradezu als Definition fur den Inhalt der Ungleichungen (1) 
zu dienen, falls die Folge der c v keine rational-konvergente 1st. 

2. Hiernach ergibt sieh jetzt folgendes Das Zeichen [cj jeder be- 
liebigen ~konvergenten Folge rationaler Zahlen c, (v 0, 1, 2 ; ) gilt als 
Zeichen fur eine bestimmte Zdhl und zwar hat man auf Grand bereits 
frflher getroffener Festseizungen (s 19, Nr 3, GU. (4), S. 115): 



wenn die \c v \ mit nnbegrenzt wachsendem Index bdiebig Klein werden. 
In jedem anderen Falle hat man: 

[oj>0 oder [c y ]<0, 

je naohdem die c v , zum mindesten yon einer bestimmten Stelle ab, durtfi- 
wep positiv oder durchweg negativ sind *) 

Zur Vergleichnng zweier soloher Zahlen [c r ], [c/] dienen dann die 
in 19, Nr 4 (8 115) fur den Fall rational -konvergenter Folgen be- 
reits bestehenden Regeln (I), also: 

Esist: 

00 [J - M , *n: h - O - 0, 

- 0. 



Um diese Formeln auoh auf den Fall anzuwenden, dafi an die Stelle 
von [c/] eine rationale Zahl c' in der gewtthnliohen Form tritt, hat man, 
wie bereits bei Qelegenheit der analogen Betrachtungen ttber rational- 
konvergente Folgen erfirtert wurde, o' als durch eine Folge yon lauter 



1) Jede andere MOgliohkeit iit ja wegen der voraxugeietzten Convergent der 
Folge naoh 88, Nr. 8 deflnitiv anigeiohlosien. 

9) Man erkennt oboe weiteree, daft dieie Deflnifconen der Oleiohheit bzw. 
Ungleiohheit loidenprwhsfret ilnd, d. h. aua: 



folgt auf Grand der Definition (la), daB auoh: 



A 1 *!- 

Analog folgt aui; 
daB: 
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gleichen Gliedern c defimert anzusehen, also das Zeichen c' durch [c f ] zi 
ersetzen. Man findet somit- 



, jenachdem: k-cl 

Jede dnrch eine konvergente Folge rationaler Zahlen definierte bzw 
definierbare Zahl soil eine reelle Zdhl heifien. Die Menge der reettet 
Zdlilen (welche nach dem bisher gesagten auch diejeuige der rationale) 
ZaMen emsohlieBlich der Nutt enthalt) ist auf Grund der Formeln (I) em< 
geordnete im Sinne von Nr 1 der Emleitung: jedem Hirer Individuej 
kommt ein eindeuhg bestimmfer Plate mnerhalb der Gesamtheit zu, abe 
(wie dies ja schon bei den raiaonalen Brdchen sich zeigte) unbegrens 
vwlen der betreffenden Zanlzeichen dersdbe Platz. Mit anderen Worten 
jede konvergente Zahlenfolge stellt eine emsige Zdhl dar, aber jede Zah 
wird AwrcSn, uribegrenet vide verschiedene Zahlenfolgen dargestellt Denr 
bezeichnet man mit d v (v =- 0, 1, 2, ) die Gheder irgendemer mill 
lionvergenten Folge (deren es ja imbegrenzfc viele gibt), so hat man au 
Grund der defimerenden Formel (la) stets: 



Da jeder mckt-periodische anbegrenztfortsetzbare Systembrucb. <J V ein 
konvergente Zahlenfolge [tf v ] hefert, also nunmehr erne bestimmte pos 1 
tive reelle Zahl darsteEt, da andererseits nach dem Ergebms von 2C 
Nr 1 (S 117) ein solcher Systembruch meznals dieselbe Zahl darstelle 
kann, wie em periodischer, also sicher Jceine rationale Zahl, so folgt, da 
die Menge der reellen Zahlen nnbegrenzt viele neue Individuen enthal 
die wir als irrationak Zahlen bezeichnen. Wenn hiernach jeder unb< 
grenzt fortsetzbare nicht-p&nodische Systembruch eine Irratwnaljsafd da] 
stellt, so wird dieses Kesnltat im nachsten Paragraphen noch durch de 
Naohweis vervollatandigt werden, dafi anoh umgekehrt jede Irrationalzal 
durch einen solchen Systembruch (mit bebebig vorgeschnebener Basif 
darstellbar ist 

3 Ein Blick auf die definierenden Formeln (I) zeigt unmittelba 
daB gerade so, wie die Konvergenz der Folge [c v ] durch Weglassung od< 
Abanderung emer ~begrensten b.-n<r.*\\\ von Gliedern mcht beeinflufit win 
auch die Zahl [c r ] hiedurch keine Anderung erleidet. 

Aber auch die Weglassung emer tmbegreneten Anzahl von Gliedex 
oder eine beliebige Umordnung derselben ttbt gerade so wemg wie an 
die Konvergenss der Folge auf die dnrch sie dargestellte reelle Zdhl irgenc 

nralnlion IT'inflnR TTa mlf olan fmit "Rai VVi alfirn cr dar VtAim T^fi-WPlOR t\i 
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entspreohenden Konvergenzsatzes, 22, Nr 5 (S 219), benfltzten Bezeich- 
nungen) der folgende Satz- 

Seeeichnet man mit c v ' (v => 0, 1, 2, ) die Olieder ewer 
aus der Folge der c v (v 0, 1, 2, - ) durch Uofie Umordnung 
hervorgehenden Folge, tmt c m ^ (v 0, 1, 2, ) diejemgen emer 
aus der Folge der c v herausgehobenen Folge, so ist: 

(2) M-W, hJ-M- 

Beweis. Mao hat fur behebiges m und v identisch: 



also: 



Man kann alsdann zu beliebig Torgeschriebenem rationalera s > zn- 
nachst m so fixieren, dafi: 

c,-c m |<Y fttr v ^ w ' 

sodann > w so ausw'ahlen, daB die Folge der c/ far v ^ n nur noch 
solche c, enthalt, deren Index ^ m ist, und man findet daher- 



Da die erste der vorstehenden zwei Ungleiohungen a fortiori fur v 
besteht, so ergibt sich: 

o e<* for v 



sodafi also die Folge [c/ cj eine wtZZ-feowfer^enfe and daher, wie be- 
hauptet. 

M-M 

ist 

Urn den zweiten Teil des ausgesprochenen Satzes zu beweisen, hat 
man nur zu beachten, dafi zum mmdesten von einer befltimmten Stelle 
ab stets m > v 1st, somit I c. c I duroh Wahl einer passenden unteren 

If "^ 7 I m^ ~ I 

Sohranke n f ttr v beliebig klein wird und daher: 



sich ergibt. 

4. Mit Eucksicht auf eine weiter unten zu maohende Anwendung 
verdient bemerkt zu werden, daB der zweite Teil des vorstehenden Satzes 
die folgende Art der Umkehrung gestattet: 
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Sind [ej] t [c,"] ewei Tconvergente Folgen von der Bestiha fieri- 



so konvergiert awh jede aus den Zahlen c/, c v " eusammengesetete 
Folge, und mem hat, wenn deren Ghed&r mit c r "bezetchnet werden: 

(3) M-M (-[,"])- 

Beweis Da die schliefiliche Anordnung der zusammengesetzten 
Folge auf das Resultat keinerlei EuifluB flbt, so gentlgt es, diejenige Art 
der Zusammensetzung in BetracLt zu ziehen, bei welcher auf jedes ein- 
zelne Glied c v immer das entsprechende c t f folgt. Die Glieder der za- 
sammengeBefczten Folge: 



lauten daber folgendermafien: 

c o ; c o i C 
und man findet: 



c 



fl > 



Da |c,' M c^|, \ei ft+l e' ft \ wegen der KonTergenz der Folge [cj, 
I c 'n "" C /H I we g en M [O dorch paaaende Wahl einer unteren Sohranke 
fftr 11 beliebig klein werden, so gilt das gleiobe fttr |c f ' ( 
~ c >,u+i I , so dafl in der Tat: 



c s 



1, -Kf 
sicb ergibt. 

6. Zur Definition der Addition und JlfMZtfpWfatfwn zweier beliebiger 
reeller Zahlen [aj, [JJ dienen auf Grand der bereits in Nr, 1 (S. 184) 
ftngektindigten Methode die nach 19, Nr. 4 (8. 116) fdr den Fall 
ratwwA-lconvergenter Zablenfolgen zu Recht bestehenden Formeln (II) 
und (III), also: 



[oj 

deren rechte Seiten bestimmte Zahlen vorstellen, da ja die Konvergens 
der rechta auftretenden Zahlenfolgen in 22, Nr. 7 (S. 181) bereita er- 
wurde Diese Formeln umfaaaen aucn wieder die besonderen FftUe 
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[oj a bzw. [6J & (d. h. rational), soferu man a bzw 6 dureh [a] 
bzw. [6] ereetzt l ) 

Es 1st dann vor allem festzustellen, dafi die Formeln (IT) nnd (TTT) 
auch wirklich eindeittige Resultate liefern, d. h. solche, die lediglich von 
den Zahlen [aj, [&J, nioht aber von der beaonderen Wahl der zu ihrer 
Darstellnng dienlichen Zahlenfolgen abhangen, dafi also: 



(ma) [<W 

wenn: 

M-W, 

(d.h [<-J-0, [V-6J-0). 

Die Biontigkeit von (Ha) 1st umnittelbar ersichtlich, da ja: 



(vgl. 19, Nr. 3 ; 8. 115). Zum Beweise von (Ilia) hat man zunachst 

K&J-K6J 

wegen: 



(ygl. 19, S 115, Fnfinote 2). Da Bodann analog: 

[<&;]-[<&,], 
so findet man scbliefilioh, wie benaaptet: 

WVJ-WJ- 

Auoh erkennt man unmittelbar ana der Beschaffeniieit der rechten 
Seiten, dafi die dnrch die Formeln (II), (III) definierten Operationen den 
arsprunghoh fllr natttrliohe Zahlen abgeleiteten Grondgesetzen der Ad- 
dition und Multiplikation gentigen, namlich: 

W + W - PJ + W. W + [ & , + C J " Cr + W + M 

und: 

W W - PJ W; W ft + J - W PJ + [J W, 



Daraus folgt dann -weiter, dafi fdr die Multiplikation von Summon be- 
liebig vieler redler Zahlen mit anderen reellen Zahlen odor auch wie- 
dernm mit Summen reeller Zahlen dieaelben Regeln gelten, wie fflr 
rationale Zahlen 



1) D. h. man hat- 



a 



a [b r ] a b v ] uif 



140 Abechuitt I Eap III Konvergente Zahlenfolgen Nr 6 

Aus (II) und (III) ergibt sich mit Beniitzung von (Ha), (Ilia) noch 
ohne weiteres, dafi 

(4) [fl/j + PJ-M + IM, Kl PJ-M Wiwenn [<] = [,] 
Es gilt aber auch wiederum das Umgekekrte, sofern man bei der Multi- 
plikationsformel noch die Bedmgung hinzuffigt, dafi [6 V ] von Null ver- 
schieden sem soil (zum Beweiae dient dnnn die letzte Bemerkung m Fufi- 
note 2, S 115). 

SchlieBhch findet man auch ohne Schwiengkeit, dafi aus der Voraus- 
setzung: 

M>W 
allemal folgt: 



dafi ferner ans 

M>W, [&J>o 

eich ergibt: 

[<] [M>W W naf 

6 Wie in 22, Nr 7 (S 131) gezeigt wnrde, ist mit den Zahlen- 
folgen [aj, [&J auch die Folge \a v 6J erne ftowuergente, ebeneo die 

Folge [y], wenn die Folge der "b v kerne nnll-konvergente und jedes 
emzelne & v yon Null verschieden ist. Wenn es sich ledighch um die 
Zdhl (nicht um die gesamte ZoMenfolge) f-^1 handelt, kann man yon 

der letst&ren Nebenbedingung absehen, wenn man berQcksichtigt, dafi 
Glieder von der Form fe v nur in begrenzter Anzahl voikommen 
konnen, sofern nur die Folge der & r keine null - konvergente ist, 
und daher durch Weglassung einer gewissen Anzahl von Anfangs- 
gliedern beseitigt werden konnen. Wir wollen da.Tm festsetzen, dafi in 

diesem Falle unter | yl diejemge Folge bzw Zahl verstanden werden 

soil, welch e nach Weglassung emer passenden Anzahl von Anfangs- 
gliedern als wohldefinierte tLbng bleibt. 

Auf (Jrund der Defimtionsformeln (II) nnd (III) hat man sodann 



W-M, 

woraus sich unmittelbar die folgenden Formeln zur Definition der Ihffe- 
ren& und des Quotienten zweier beliebiger reeller Zahlen ergeben 
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Dabei folgt unmittelbar aus der Umkehrung der Gleichung (4), dafi ea 
neben \a v ZJ bzw. y kerne weitere Zahl [&J geben kann, welche 



der Gleichung: 

M + IW-M, tew K] [&J-K] 
genflgt 

Fur den Pall, daB an die Stelle yon [o,.] oder [6J eine Rationalzahl 
m der gewohnlichen Form tritt, gilt dann wieder die in ahnlichem Zu- 
Bammenhange schon mehrfach gemachte Bemerkuug x ) 

Durch wiederholte Anwendung der Definitionsgleichungen (IE) (Y) 
lassen sich die betreffenden Rechnungsoperationen auch auf erne belie- 
bige Anzahl reeller Zahlen ubertragen Insbesondere ergibt sich dnrch 
(m l)-mahge Anwendung der Multiplikationsregel (HI) auf die Zahl [aj 
zur Definition der Poteng mit positwem ganeedhfagen Exponenten m die 
Beziehung* 

(5) W -!>"] 

1st [aj von Null verschieden, so ergibt sich weiter: 



also schliefilich: 

(6) [a,]- -[,-] 
Ferner: 

(7) W m [oj** - [a, m ] K B ] - [ 
In analoger Weise 

(8) ([<!")"- [oj"", [J PJ"-([aJ 

d h. fiir das Eechnen mit Potenzen beliebiger reeller Zahlen gelten die- 
selben Eegeln, wie fur die Potenzen rationaler Zahlen. Insbesondere 
findet man noch* 



(9) - [<|- + (wX [aJ-^.^l + ^.K].^]' + + PJ", 

d h der linomische Sate ( 14, Nr. 5, S. 91) gilt auch fur behebige 
reelle Zahlen. 

Bedeutet echliefilich JB([aJ, [Z v ], , [fcj) irgendeinen aus den reellen 
Zahlen ,[oj, [6 y ], , [AJ und eventuell noch irgendwelchen rationalen 



1) D. h man hat: 

a [&,] [a &] 

-ra - 
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Zahlen zusammengesetzten , begreneten rationalen Ausdruck (vgL 22, 
Nr 8, S 134), so erscheint derselbe, vorausgesetzt, dafl kemer der etwa 
yorhandenen Nenner NuU 1st oder einer mitt-lconvergenten Folge angehCrt, 
auf Grand der Formeln (It) (V) darch die Beziehung bestimmt: 



(10) JBfffflJ, pj , - , [fcj) - [R(a r , & -, ft,)] , 

welehe dann umgekehrt die vorangehenden Rechnungsregeln als spezielle 
Falle umfafit. Dabei stellt wiederum die rechte Seite dieser Formel eme 
bestimmte, yon der besonderen Wahl der zur Definition der Zahlen 
K]> [ & y] 5 [^*] benfltzten Zahlenfolgen unabhangige reelle Zahl yor, 
d h. es gilt der Satz: 
1st- 

(ii) M-M, p,T-p;i, -, M-M, 

so &es^Az! aiich die Be&iehung: 



Obschon die Richtigkeit dieses Satzes duroh wiederholte Anwendung 
und Zusamnienfassnng der bishengen Emzelergebnisse nnmittelbar er- 
kannt wird ; go wollen WIT denselben noohmals in seiner ganzen Allge- 
meinheit direkt beweisen, nm bei dieser Gelegenheit eme Beweismethode 
einzoftihren, die sioh auch epaterhin noch als niitzlioh erweisen wird. 

Bezeichnet man mit [a,], [6J, , [% v ] Zahlenfolgen, die aus den 
Gliedern (a v ' t a v "} } (6 y ' ; &"), , (fc/ ; Icf) eusammengesetgt Bind, so smd 
dieselben nach Nr. 4 dieses Paragraphen ^convergent, das gleiche gilt dann 
auch von der Folge \E(a vt l v , , Jb,)] (naoh 22, Nr. 8, S. 134), sodafi 
diese letztere eine bestimmte reelle Zdtd Torstellt. Zerlegt man sodann 
diese Zahlenfolge in die beiden Teilfolgen [JR(a/, &', , k v 'J] und 
[B(a v " } 6 V ", , V')]; so 8 tellen auch sie bestimmte reelle Zahlen yor 
und man hat nach Ni. 3 dieses Paragraphen: 



womit die Richtigkeit der Behauptung (12) erwiesen ist. 

Smd msbesondere [aj, [6J, , [*,.] ra^wmaZe Zahlen, etwft: 

[oj-a, [6J-6, -, R]-3b, 
so folgt zunachst aus (12): 



d h. man findet schliefilioh: 
(13) 
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7. Bedeutet [aj eine positive Zahl, mit anderen Worten, liegen die 
einzelnen a v zum mindesten von einer bestunmten Stelle ab oberhalb 
einer gewissen positiven Zahl, BO ist offenbar [ a,] erne negative Zahl, 
und zwar findet man auf Grund der Addifaonsformel (II): 

Daraus folgt, dafi. 

[-oJ-0-[J, 

wofttr wir wiederum kttrzer schreiben- 
(14) [-aj [a,] 

Die Zahlen [a,] und [aj heifien dann wieder entgegengesetet und 
die positive Zahl [aj ihr gemeinsamer absolwter Befrag. Da aber wegen 
[a r ]>0 zum mindesten von einer bestunmten Stelle ab durohweg a,>0, 
also a v | a v \ sein mufi, so ergibt sich. 



Bedeutet jetzt [c v ] eine beliebige positive oder negative Zahl, BO findet 
man also fttr den c&solwten Betrag von [cj die Bezienung: 



24. Die IrratlonalzaMen. Ihre Dorstellbarkeit durch 
unbegrenzt fortsetzbare Systembrttche. 

1. Bedeuten a, a' irgendzwei rafoonak Zahlen, [cj eine reelle Zahl 
beliebigen Vorzeichens nnd hat man bestandig: 

(1) a < c f ^ of, etwa fttr v ^ n } 
BO ist auch: 

(la) fl^MS*' 

Denn aua (1) folgt, dafi die Zahlenfolgen [c v a], [of C T ] fur v^w 
nur nooh Gheder enthalten, die ^ sind. 
Aber auoh im Falle: 

(2) a < c v < o' fflr v ^ n (mt Ausschfap der Qleichhett) 
kann zunichst immer nur gesohlossen werden, dafi wiederum* 

(2 a) a ^[cj ^ a' (mt^ EtnscMuft der Ofachhett)*) 



1) Dagegen folgt wngekehrt auit 

a < [c ] < a' 

stetd: 

a<Cr<a' 

mm mindeiien YOU einer beitumnten Stelle v^n b. Denn die noetic dieser Be- 
ziehungen bildet ja naoh der Gmndfoimel (P* 11 ) Ton Nr. S dei rorigen Pantgraphen 
(8. 186) geradexu die Definition fflr den Inhalt der ervton. 
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Denn obschon jetzt die Zahlenfolgen \c v a], [a' cj fltr v^>n durch- 
weg aus wesentlich gositiven (von verschiedenen) Ghedern bestehen, so 
konnte docn die eme der beiden Folgen eine nuU-Tconvergente sein, in 
welchem Falle dann [cj a bzw [cj a' ware 

Steht jedoch von vornherem feat, daB [cj eine Irratoondleahl vor- 
stellt (was z. B der Fall ist, wenn c v den v-stelkgen Anfangsabschmtt 
eines unbegrenzt fortsetzbaren mcht-penodischen Systembruchs bedeutet), 
so ist die Moglichkeit der Q-leichheit mit einer rationalen Zahl defimtiv 
ausgescJilossen, sodafi also in diesem Falle aus der Voraussetzung (2) 
mit Sicherheit geschlossen werden kann, daB* 

(2b) a < [cj < a' (mvt AusscUufi der Gleichheit). 

Bedeuten femer [aj, [a/] zwei lekebige reette Zahlen nnd hat man 
f ttr /t ^ w : 

(.3) <v <[<!*;, 

ao laBt sick zeigen, daB: 

(3a) W^M^M 

Denn die Voraussetzung a^ < [cj fur ft ^ n, also: 



besagt, daB jede der Zahlenfolgen 



eine negative Zahl liefert. Infolgedeasen hat man zunachst: 
a m c r < etwa fur v ^ w , 



usf. n mfinitum, kann daher eine unbegrenzte Folge wachsender natu>- 
licher Zahlen: 

w ^ n ; **i ^ M/ > **8 ^ w " 
so auswablen, daB. 

m-^<i 
also: 



und daher, wenn man noch berticksichtigt, daB [a m+ J - [a y ], [c n ] [cj, 
scblieBhch: 

W^W 

In analoger Weise ergibt sioh. 

Fa.H ^ fcj 



Nr 2 8. 24 Die IrrationalzaKLeE. 145 

2 1st c v das allgemeine GUied emer konvergenten Zahlenfolge, s em 
beliebig klein zu denkender echter Bruch, so lafit sich nach 22, Nr 4, 
Ungl (1) (S. 128) n so fcneren, daB: 

(4) c n s < c v < c n + s f ttr v ^ 

Darans folgt zunachst mit Bentitznng der Ungleichnngen (2) nnd (2 a), daB: 

(4a) 4,-Me. + 

und, falls [cj eme Irrationalzahl ist, nach UngL (2b)- 



Wegen der Willkurlichkeit von e ergibt sich also: 

Jede irrationale Zahl lafit sich ewischen uribegrentst viele 
Paare von rational en Zahlen emschliefien, darunter ouch solche, 
deren Different eine belielng Idem vorgeschnebene Zahl mcht 
ubersteigt. 

Hierans folgt insbesondere, daB sich jede Irrationalzahl zwischen 
zwei aufemander folgende game Zahlen (Null mklnsive) emschlieBen lafit, 
wie zwar fttr jede nidht-ganee Zahl ohne weiteres ans der Anordnnng des 
Systems der reellen Zahlen hervorgeht, jedooh mit Bentitzung der znr 
Definition der Irrationalzahl dienenden Zahlenfolge [c r ] nnd der UngL (4b) 
noch in folgender Weise prazisiert werden kann. Nimmtman in UngL (4b) 

< 9 also c n + s (c n e) 2 < 1 , so liegt eunschen c n s nnd 
c n + entweder Iceine oder hSchstens eine ganze Zahl. Bedentet dann g 
die grofite ganee ZdM, welche ^ c w s ist, so hat man im ersten der ge- 
nannten Falle: 

und daher: 

im twetien Falle: 

also: 

(6) entweder: g < [oj < g + 1 , oder: g + 1< [c r ] < g + 2 

3. Mit Hilfe des vorstehenden Ergebnisses konnen wir jetzt den fol- 
genden, schon fruher ( 28, Nr 2 ; S. 136) angekttndigten wichtigen 
Satz beweisen: 

Jede IrrationaleaJil [c y ] lafit sich dureh einen und nwr einen 
unbegrenrten, memals perwdtsdien Systembruch mtt vorgeschnebener 
Basts I darsteHen- 

Beweis. Es werde znnachst [cj als potihv angenommen. Fflr jede 
beliebice nattlrhche Zahl Ic ist [&*cj gleichzeitig mit [cj eme 
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IrrationdledKL Denn man hat: [6*c v ] =- 6* [cj > 0. Und, ware [b k c v ] 
eine rationale Zahl a, so hatte man: 

[&*] = 5* [cj = a, also: [c v ] -j, 

d h. auch [c v ] mttfite rational sein 

Hiernach mufi eine Zahl g k existieren, die entweder positiv und gan0 
oder Null ist und der Bedmgung geniigt. 

( 7 ) 9k < [^*^J <! ^ + 1 (Jfc = 0, 1 7 2 ; ) *) 

Analog ergibt sich, wenn man Jc durch Jc + 1 ersetzt, eine Beziehung 

von der Form: 



Andererseits findet man duroh Multipbkation der vorhergehenden Un- 
gleichung mit dem Faktor b : 

(9) ^*<[** +1 cJ<6ft + ft. 

Da aber ^ A+1 und ^ A+1 + 1 die beiden unterhalb und oberhalb [&* +1 <v| 
ntitchstgelegenen ganzen Zahlen (wobei g k+l eventuell auch die NuU vor- 
stellen kann), so zeigt die Vergleichung von (8) und (9), daB: 



also: 

ty* 
Hiernaoh lafit sich p i+1 in die Form setzen: 

( 10 ) fc+i-ty* + *+i, ^o: 0^a i 

und man findet daher durch Division mit 6* +1 : 



1) Man beaohte, dafi zur Bestimmung der Zahl g k mcht die fraghohe Irrabonal- 
zahl selbat, aondexn, wie die Betrachtungen der vorigen Nummer des naheren zeigen, 
ledighoh em passend auszuwahlendes Glied del definierenden rationdlen Zahlenfolge 
gebraucht word, womit freilioh keineswegs geaagt gem soil, dafi eine Bolohe Auawahl 
allemal mit Hilfe einer endliohen Anvahl irgendweloher Operationen bewerkatelligfc 
werden kann. Beutzt aber die Zahlenfolge vermdge ihxes Bildungsgesetzeg die 
hierzu erforderliohen Eigenachaften, BO hefert der im Text gegebene Beweia fOr die 
Daretellbarkeit von [cj durcli einen onbegrenzt fortaetzbaren Syitembrnoh zagleioh 
ein beainmrntei rationales Reohntmgsverfahren, um jenen Byfitembruob. bii zn einer 
beliebig vorgeachnebenen Stelle wirklioh hereusteUm Will man nor seine Esnstens 
beweiaen, BO kann man etwas kdrzcr folgendermaflen sohlieflen Naoh Nr. 2 gibt 
ea zunaohat eine natflrliohe Zahl ^ -f 1, derart, dafl- flr < [cj < p, + 1, Bildet 
man sodann. , _ 

9>, ^o+y 9c H -- g , Po-f-1, 

BO mufl [c y ] zwiaohen zwei Zablen diosei Grnppe hegen, etwa 

?^ (wo 0^a t ^6-i) turf 
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Setzt man hier der Reihe naob ft = 0, 1, -,(/*, 1), wo /t eme behebig 
grofl zu denkende natflrlicbe Zahl bedeutet, so folgt durch Addition der 
reaultierenden Gleichungen und Weglassung der alsdann auf beiden Seiten 

auffcretenden Summe -j- -T + + -^ i : 
b 6 s &-"- 1 

(12) -*+?+ + -<<" 

wo also dp emeu nacb bestimmter Vorschrift unbegrenzt fortsetzbaren 
Systembruob bedeutet. 

Andererseits findet man aus UngL (7) duroh Diyision mit 6*, wenn 
man sckliefilicb noob ft statt k scbreibt: 

(13) ^<M< 5j ^, 

BO dafi sicb durcb Emsetzeu der Beziebung (12) ergibt: 
(14) ^<M<^ + ^ fr-0,1,2,- ). 

tTbrigens kann man sicb leioht nocb ausdrflcklicb tiberzeugen, dafi jener 
Systembrucb aucb wirkhch atets unbegrenzt viele von Nidi verschiedene 
Zahler a^ entbalten mufi. Bonn bitte man von einem bestimmten ft =- m 
anfangend best&ndig a ju+1 und somit: 



BO wilrde sicb aus Ungl. (14) durcb Substitution von p m, m 
ergeben: 



also: 



was unmogbcb i8t ; da aus dem zweiten Teile dieser Ungleicbung geradezu 
folgen wtirde: \c r tfj 0, was dem ersten Teile widerspricht. 1 ) 

1) EB kann nioht etwa eine positive j&rattonalzahl [o,.] geben, die kleiner ipt, 
all jede positive rationale Zahl . Deux am 

o < [d < 

irflide folgen (vgl. Puflnote 1 iu Nr 1, 8. 148): 

<C <b < etwa fQr v^n. 

Und da ei freiitehen loll, unbegrenzt in verkleinern, 10 hat man auf Grand 
nnBerer Definition (6 18, Nr 9, 8. 185): 
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Der Syfltembruch tf^ ist also bei unbegrenzt -wachsendem [i em 
solcher mit unbegrenzt vielen mcht mit Nullen besetzten Stellen Die 
konvergente Folge der <y^ liefert dann eine bestimmte positive Zahl [tfj, 
und zwar ergibt sich aus Ungl (14) mit Bemitzung von Ungl (3), (3 a) 
in Nr. 1 dieses Paragraphen 

(15) WKI [*, + ]. 
alflo, wegen 

[, +*]-[,] -|>]-o 

schliefilich: 

(16) W - K] 

Dafi es im ttbrigen nur einen solchen unbegrenzt fortsetzbaren System- 
brueh a v (ac mit vorgeschriebener Basis 6) geben kann, folgt unmittelbar 
aus dem 20, Kr 1 (S 118) bewiesenen Hilfseatze, wonacb fttr jeden mit 
<J V mcnt vollig identiscnen System brach tf r ' die Folge der Zahlen | d v o;' | 
fUr v ^ m stets oberhalb einer festen posifaven Zahl bleibt, so dafi also 
die Moghchkeit einer Beziehung von der Form [<*J [d^] ein fur alle- 
mal ausgescMossen eischemt 

Zugleioh folgt dann noch onne weiteres aus unseren frttheren Be- 
trachtungen, daB der Systembruch [tfj em mckt-penodisctier sem mufi. 

1st [c/] eine negative Irrationalzahl, also [ c v f ] erne positive, so 
fiadet man zunachst: [ O - [tf/], also: [c, 7 ] [ <] = [O- 

4 Das vorstehende Ergebms lehrt, daB die Menge aller Irrattondlr 
eahlen identisch ist mit der Menge aller nicht-perwdischen Systembntche 
fttr irgendeine beliebig gewaMte Basis 6 (z. B aller moglichen nicht- 
penodiscken unendlichen Dezunal- oder dyadischen Brflche), d h. daB 
jede Irrationalzahl durch einen solchen Systembruch dargestellt wird und 
umgekehrt jeder solche Systembruch eine Irrationalzahl darstellt Nach- 
dem frtLher gezeigt worden, daB eine analoge Beziehung zwischen den 
rahonc&en Zahlen und den penodischen Systembrttchen (emschlieBlich der- 
jeuigen mit der emghedrigen Periode 6 1) besteht, so ergibt sieht 
sdilieBlich, daB jede reeUe Zahl dargestellt werden kann durch einen und 
nur einen uribegrenet fortsetebaren Systembruch nut vorgeschriebener Basis 
und dafi umgekehrt jeder solche Systembruch eine und nur eine reeUe 
Zalil darsteUt 

25 AbzJLhlbarkelt der ratlonalen bzw. algebraischen und 
NichtabzHklbarkeit der irrationalen bzw. transzendenten Zahlen. 

1 Die im vorigen Paragraphen festgestellte Moghchkeit, die Menge 
der reellen Zahlen mit derjenigen der unbegrenzt fortsetzbaren System- 
briiohe (irgendeiner bestimmten Basis) zu identifizieren, bietet em wirk- 
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i ,/ 

saines Hilfsmittel, um fiber jene Menge der reellen Zahlen einen gewissen 

tfberblick zu gewinnen und insbesondere zn erkennen, dafi dieselbe sozu- 
sagen }) unvergleichlich" meJiar trraUonale Zablen enthalt, als rationale: Da- 
unt diese vorlaufige und aufierst unbestimmte Aussage einen festen Sinn 
bekommi, wird vor allem anzugeben sein, inwiefern von emer wirklichen 
Vergleictiwng imbegren&ter oder, wie wir von jetzt ab auch sagen wollen, 
unendlicher Mengen die Rede sein kann. Denn da das Merkmal einer be- 
stimmten AnzaU, welches bei endlichen Mengen em sicheres Kenn- 
zeichen zur Entscheidung fiber ,,gleich", ,,kleiner" und ,,gr8Ber" liefert, 
hier naturgemafi fehlt, so wird es vor allem darauf ankommen, auf Grand 
einer moghchst zweckmafiig zn wahlenden Definition einen geeigneten 
Ersatz fdr jenes felilende Merkmal der Anzabl zu schaffen. Ohne eine 
solche bis zu emem gewissen Grade willkurlwhe Festsetzung wilrden sich 
bestandig Z-weifel und Widerspruche ergeben, wie die folgenden emfaonen 
Beispiele erlautern mogen 

Wenn etwa A sagt, es gebe mehr, ja unendhch viel mehr rationale 
Zahlen, welche die 1 tlbersteigen, als solohe, die zwischen und 1 liegen, 
so wttrde ,,Jedermann" dem ohne -weiteres beistimmen und es kaum fur 
notig halten, wenn A zur Begrtlndnng seiner Aussage nock anffihrt, es 
gebe doch schon zwisohen 1 und 2 genau so viele rationale Zahlen wie 
zwischen und 1, ebenso aber auch zwischen 2 und 3, 3 und 4 usf in 
infimtum. Und wenn jetzt B darauf erwidert, es gabe trotz alledem nur 
ebenso viele rationale Zahlen oberhalb 1, wie zwischen und 1, da ja 
jedem positiven echten Bruch a stets eine und nwr eine rationale Zahl 

> 1 entspreche und wngekehrt, so wird ,,Jedermann" das ledighch fttr 

ein vermittelst eines mathematischen Kunstgriffes erzeugtes Paradoxon 
halten. 

Wenn ferner A sagt, unter den naturlichen Zahlen gebe es ebensowde 
gerade wie ungerade, es gebe also nur berth so viel positive gerade Zahlen 
wie natwrliche Zahlen, so wird wiederum ,,Jedermann" dies fUr vollig 
selbstverstandlich halten. Und wenn demgegenuber B erklart, es gebe 
ebenso viele positive gerade Zahlen, wie es naturliche Zahlen gibt, denn 
jeder naMrkchen Zahl n entspreche eine gerade Zahl 2n und wngekehrt, 
BO wird ,,Jedermann" diese Behauptung fur einen glatten Widersmn er- 
klaren, denn die geraden Zahlen bilden ja nur einen Tett des Systems der 
naturltchen und es kbnne der Teil menials gleioh dem Ganzen aein. 

Im Grunde genommen baben A und B in gleichem Mafie Recht bzw 
Unrecht. Unrecht, well es uberhaupt keinen Sinn hat, bei unendlichen 
Mengen von ebenso wel, mehr oder weniger zu sprechen, so lange diese 

Damnffa ninlif anorlvflrtlrlinVi floflniftrf ftinH T^A/Jlf Wftll nach TClTlfflhrUTIg 
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geeigneter Definitionen sowohl die Aussagen von A, wie die von B einen 
emwandfreien Inlialt bekommen, Wenn wir uns nun in dem vorhegen- 
den Zueammenhange ganzlich auf den schembar paradoxen Standpunkt 
von B stellen, so geschieht dies, weil tatsachlich uur dieser auf emer 
logisch konsequenten Weiterbildung des J.M0a/iZbegriffes 1 ) beruht, die 
(von Georg Cantor heritihrend) fttr den Forfcschntt der Zablen- und 
Funktionenlehre sich als anfierordentlicb frucbtbar erwiesen hat. 

2 Zwei endlwtic Mengen nannten wir gleich, wenn die Elemonte der 
einen siob umkehrbar emdeittig denen der anderen zuordneu lasBen.") Das 
alien glewhen Mengen gemeinsame Merkmal beifit die Anzahl jeder ein- 
zelnen Menge. G^le^chen Mengen kommt also dieselbe Anealil (KardinaL- 
zaJd) zn. 

Indem vnr nun, um falacne Vorstellungen auszuscbalten, das Bei- 

wort gkich durcb das umfaesendere equivalent ersetzen, definieren wir jefczt: 

Zwei bdidnge (d, h. endliche oder unendliche) Mengen soUen 

agmvalent heiften, wenn jedes Element der einen sich wnkehrbw 

eindeutig einem Elements der anderen tsttordnen Ihfit. Das aqui- 

vcdenten Mengen gemeinsame Merkmal heifit ihre Mfiehtiglceit oder 

Kardinalzahl Aguivcdenten Mengen kommt also dieselbe Mdchtig- 

Jceit (Kardwcditdhl) gu. 

Unmittelbar aus dieser Definition folgt: 

Zwei Mengen , die emer dritten aguivdlent sind, sind aueh 
untereinander aquwalent. 

Ferner: 

Endliche tiguivalente Mengen sind untereinander gleich Ihre 
Mdchtigkeit ist ihre Anssdhl 

Auf Grand der obigen Definition wiren also die oben dem Indivi- 
dutun B zugeteilten Anssagen in folgender Weise zu modifizieren: 

Die Menge der rationalen Zablen oberbalb 1 iat Equivalent 
der Menge der rationalen Zablen zwiscben nnd 1. 

Die Menge der positiven geraden Zablen ist Equivalent del 
Menge der natttrlicben Zablen. 

Das letzte Beispiel lebrt, dafi eme unendhche Menge, im. Gegensatz 
zn dem Verhalten. endUcher Mengen, sebr wobl einer Teilmmge aqtuya- 
lent sein kann Es lafit sich sogar zeigen (worauf an dieser Stelle nicbt 
eingegangen werden soil), dafi jede unendliche Menge Teilmengen entbalt, 

1) Dem gegenflber gewinneix die Ausaagen von A eineti bestunmten Inhalt 
wenn man BIG in geeigneter "Weiae al Gfrwwwertbezielitingen deutet- vgl. 87 
8. 287, FuBnote 1. 
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denen sie Equivalent ist, und dafi man daher diese Eigenschaft geradezu 
als Kenneewhen bzw als Definition fQr die Unendlichkett einer Menge be- 

* O 

nutzen kann, also. Eine Menge heifit unendlich, wenn sie eme Teilmenge 
von gleicher Machtigkeit besitzt 

3. Alle Mengen, die nut der Menge der natwlichen ZaUen, (nach 
Belieben mit Hinzufugung der NviW) equivalent Bind, heifien dbgahlbar 
Die Elemente einer abzahlbaren Menge lassen sich also sukzessive der 
Reihe der Zahlen 

1, 2, 3, , v, 

euordnen, anders ausgesproehen, in Form einer fortlaufenden Folge 

<h> <* ' ) a v> 
anschreiben. 

Hiernach ist also die Menge der geraden positiven Zahlen dbeahlbar, 
wie ja in der Tat jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge (nach unserer 
frttheren Ausdrucksweise: jede aus einer Folge 'herausge'hobene Folge) nur 
endlich oder abaS^lbar sein kann 

Aber auch die Menge otter ganzen Zahlen, d. h der positiren und 
negativen, ist abedHtbcvr, wie man ohne weiteres erkennt, wenn man sie 
in der Form anschreibt 

1, -1, 2, -2, , v, -v f , 

mit anderen Worten, die posthven Zahlen den ungeraden, die negativen 
den geraden Zahlen bzw Stellen der nrsprongliohen Zahlenreihe zu- 
ordnet. 

Diese Beispiele sind so tnvialer Natur, daB sie von der NtLtzhchkeit 
und Tragweite des Abzahlbarkeitsbegriffes noeh nioht die leiseste Ahnung 
erwecken. Dagegen wollen wir jetzt den folgenden Satz beweisen, der in 
der Tat als grundlegend fttr jede tiefere Erkenntnis der Struktur unseres 
Zahlvorrats anzusehen ist: 

Die Menge der rakonalen Zahlen \st dbedWwr. 

Beweis. Wir betraohten zunaohat die positiven rahonalen Zahlen, 

die wir uns, einsohlieflhoh der ganeen Zahlen, in der Form redwrierter 

Brflche angesohrieben denken (so daB also p, q relativ prim und 2= 1, 

falls die betreffende Zahl eine game ist). Bedeutet dann v + 1 irgend- 

1 eine natttrliche Zahl, grfifler als 1, so gibt es Mchstens v an berflcksich- 

tigende Zahlen -^, fur welohei)4-2 - v+ 1, namlich die Zahlengruppe: 

i a v i JL 

V 7^1' ' ' i ' i ' 

nioht-red-azierten Brttche ausgeschieden hat 
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Indem man hier sukzessive v 1, 2, 3, setzt, ergibt sich fdr die ge- 
samte Menge der positiven Rationalzahlen die folgende Reihenanord- 
nung 1 )' 

111111111 1 * v 

if ~2> i> 8' l> 4> 8' 2> i> v' ' v + i V > ~i' ' 

umerhalb deren jede positive rationale Zahl emmal und nur einmal vor- 
kommt, n'amlich die Zahl in der (jp + g l) ten GUiedergiuppe und in 
dieser spatestens an derjp* 611 Stelle. 

Will man auch noch die Nutt nnd die negattven lationalen Zahlen 
in die obige Folge aufnehmen, BO hat man derselben nur noch als An- 
fangsglied hinzuzufQgen und kanu im flbrigen entweder jeder postfoven 

Zahl unmitfcelbar die negative Zahl folgen lassen oder vor jede 

" x 

Gliedergruppe die entaprechenden negativen Zahlen in umgekehrter Reihen- 
folge anschreiben, sodaB also innerhalb jeder Gliedergruppe die Zahlen 
der Or o fie nach geordnet erscheinen 9 ): 



Das soeben bewiesene Resultat liefert die merkwurdige Erkenntms, 
dafi die Menge der rationalen Zahlen nwr dieselbe MachMgkevt besitzt, wie 
die Reihe der natwlidien Zahlen, obsohon nicht allem zwischen je zwei 
aufeinander folgenden natflrlichen Zahlen a und a -f- 1, sondern auch 
dann, wenn man dieses Interrall durch Einsohaltung yon Bnlchen in 
'beliebig Jdeine Teilintervalle zerlegt, in jedem solchen Teilintervall un&nd- 
lich viele rationale Zahlen liegen. oder ; wie man kurz zu sagen pflegt, ob- 
schon die Menge der nach der Grofie geordneten rationalen Zahlen inner- 
halb der Gesamtheit der reellen Zahlen ub&roKi dicht ist 

Im ubngen gestattet das obige Ergebnis sogar nooh eme -wesent- 
liohe Yerallgemeuierung, auf die man hingewiesen wird, sobald man die 



1) Das Prinzip, welches diaser Anordntmg zu gronde liegt, gestattet eme 
wichtige Verallgemeinerung, von weloher jedooh. erst bei spaterer Gelegenheifc die 
Rede aein aoU (a 39, Nr 2, 8 260). 

2) Die BO eizielte Anoxdnung laflt aicli nach dem Voigange von Q Cantor 
in folgender Weise sear kuzz beechreiben Man bezeiohne die positive Zahl p -f 2 

als HShc dei rationalen Zahlen Sodann oidne man die rahonalen Zahlen 

2 

(inkl = -] nach Ghedezgruppen yon wachaender HShe 1, 2, 8, - nnd inner - 
fhrmt>e nach der 
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Gesamtheit der von Null verschiedenen rationcden Zahlen auffaBt als 
Losungen aller moglichen Gleichungen von der Form- 

(1) ^ + 00 = 0, wo- J * ' ' ' | a , a x relativ prim. 

I o l > 4 3 f } 



Bei der Abzahlung, d h. bei der Anordnung aller Zahlen x in eme un- 
begrenzte Folge, bilden dann immer alle diejemgen Zahlen a; eine Glieder- 
gruppe, welche durch eine Bedmgung von der Form 

(2) loJ + Oi-a 

charakterisiert Bind 1 ); unter s irgendeme bestimmte nattlrliclie Zahl ver- 
standen, und man eihalt die Gresamtheit aller Ghedergruppen, wenn man 
der Reihe nach s = 2, 3, 4, setzt Bezeichnet man zwei G-leichungen 
von der Form (1) nur dann als wesenttich versclneden, wenn sie verscfwedene 
Werte x liefern, so daB also in der Tat alle in diesem Sinne v&rsdiiedenen 
Grleiohungen schon zustande kommen, wenn man a , % als relativ prim 
und a, als wesentkch jpositiv annimmt, so kann man dieses Resultat anch 
so aussprechen, dafi alle wesentlidi verschiedenen Gleichungen yon der 
Form (1), d h alle diejemgen, in denen x nur in der I* 6 " Potent (oder 
auch: ,,linear u ) vorkommt, wahrend fl^, % den angegebenen Bedingungen 
penilgen, eine abusahlbare Menge bilden. 

4. Die in Aussicht geetellte Erweitemng bestent nun dann, dafi wir 
statt der obigen sehr speziellen Gleichungeform eine analoge yon mog- 
hohster Allgemeinheit in Betracht zienen Es werde gesetet- 

(3) g n (x} 4,af + J,.,*- 1 + - + A* + A, 

wo n eine beliebige naturliche Zahl, A^, A l} , A n vorlaufig irgend- 
tvelche als gegeben anzusehende reeUe Zahlen bedeuten, wahrend x als 
Zeichen fttr eine Zahl gelten soil, iiher die nooh beliebig yerfttgt werden 
kann. Man bezeichnet einen solchen Ausdruok g n (x) als eine ganee Fwih- 
twn oder em Polynom w* 811 Grades in x, nut den reellen Koeffitnenten 
A , Ait ) -A*- ^ sodann x^ eine bestimmte Zahl, welche m den Aus- 
druok (3) eingesetzt, diesen zu Null macht, 1st also: 

(4) 0.M-0, 

so heifit ^ eine Losung oder Wwtsel der cdgebraischen Gleichung n** tt Grades: 

(5) fcW-0. 

Ob bzw wann eine solche Gleiohung flberhaupt eine solche L8sung 
besitzt (die in dem yorliegenden Zusammenhange ja nur eine reelle Zahl 



1) Vgl die ronge Fufinote 
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sem k8nnte, da andere Zahlen ftir uns noch mcht existieren), bleibt vor- 
lanfig dahingestellt. l ) Dagegen soil hier, als fQr die voribegende Betrach- 
tung wesentbch, gezeigt werden, dafi eme Gleichung n** Grades faines- 
fdtts mehr als n verschiedene LSsungen haben kann. 

Sei also, me oben angenommen wnrde, x eme Ldsung der GUeichung 
^(-c) =- 0, so hat man }) identtsch u , d. h. unabhangig davon, welchen Wert 
man der noch. TnUkurhcb gebhebenen Zahl x beilegen will: 



(6) - J B (af- 

Nun ist flir v 2, 3, , n : 



nnd daber: 



kdrzer gescbneben: 



wo 9*-\($} ei 06 gewisse ganze Funktion in a; vom Grade (n 1) be- 
dentet, deren Koeffizienten beatimmte, ana x^ nnd A lf A^ t , A^, wie 
ans (6) des naberen ersiclith'cb, znsammengesetzte Zablen Bind. 

Bedentet dann x t trgendeine Ton a^ verscbiedene Zabl, BO hat man 
nach GL (7): 



SoU nun die Gleichung ,(&) nooh eine yon x l vcrachiefane 
LSsung a^ haben, also g n (a sein, so kann dies naoh GI. (8) nnr 
dann der Fall aein, wenn ^_jfa) - 0, d. L wenn a? t eine Laeung der 
Gleichung g K ^(x) isi Umgekehrt ist aber auch jede LfiBung dieser 
letzteren Gleichung eine solche von g n (x) 0. Somit hat g n (x) 

1) Dafl ea flberhanpt Qleiohnngen aovohl it (reeUer) LOinng, all ohne wlohe 
gibt, zeigen die einfachen Beiapiele: 



0. 
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hochstens 1 ) die Losung a^ vor der Gleichung g n _i(x) = vorcvus, und ea 
hat daher eme beliebig gegebene Q-leichung w ten Grades hochstens eine 
Lbsung mehr, als eme gewisse Gleichung (n I)*** Grades Da filr diese 
letztere das analoge gegentiber einer gewissen Gleichung ( 2) ton Grades 
gilt, BO folgt, dafi unsere GHeichung n*** Grades hochstens zwei Ldsungen 
mehr hat, als eme gewisse Gleichung (n 2) ten Grades, und man findet 
durch Fortsetzung dieser Schlufiweise, dafi die Gleichung w* 60 Grades 
hochstens (n 1) Losungen mehr haben kann, als eme gewisse Gleichung 
I* 6 * Grades, also da diese letztere eine und nur eine Losung besitzt, im 
ganzen hocbstens n verschiedene Lb'sungen 

6. Wir betrachten jetzt insbesondere solohe Gleiehungen n tan Grades, 
deren Koeffizienten ganze Zahlen (emschliefilioh dei Null) smd, etwa: 

(9) a^ + fl,.!*- 1 + ' ' ' + i + o - 



Dabei ist selbstrerstandlich o fl stets als von Null verschieden anzaaehen, 
da andernfalls der Giad der Gleichung medriger als n ware. Von den 
iibngen Koeffizienten kdnnen beliebig viele gleich Null sein, doch wollen 
wir ausdrticklich a als von Null verschieden annehmen (d h. wir schliefien 
Bolche Gleiehungen yon der Betrachtung aus, welche die Losung at 
haben). Da ferner die Losungen emer Gleichung offenbar kerne Anderung 
erleiden, wenn man die ganze Gleichung, d. h s&mthohe Koef^zienten mit 
irgendemem Zahlenfaktor multipliziert, so wollen wir Gleiehungen von 
der Form (9) als nicht toesenftich verschieden bezeiohnen, wenn sie sich nur 
urn einen ganzzahligen Faktor (insbesondere auch um den Faktor ( 1)) 
unterscheiden, und wir brauchen daher bei der Aufzahlung aller m6g- 
lichen in dem obigen Smne verschiedenen Gleiehungen von der Form (9) 
nur diejemgen zu berucksichtigen, bei denen a , a it ,a n keinen (von 1 
versohiedenen) gememsamen Teller besitzen und Hberdies a n weeentlich 
posttiv ist. Alsdann lafit sich zeigen, dafi alle wesenttich verschiedenen 
Gleiehungen von der Form (9) fur jedes einzelne n eme absshhllare Menge 
bilden Denn bezeichnet man wieder mit s eine natftrliohe Zahl ^ 2 
und setzt: 



so gibt es offenbar nur eine endliche Anzahl von Yerbindungen natur- 
Lcher, keinen Gememteiler besitzenden Zahlen und Nullen, welche der 
Gleichung (10) und uberdies den Beziehungen | o | ^ 1, |^ ( ^ 1 genfigen, 



1) Will kagen ,,hOcliiteni'S da die Gleichung pi f ,_ l () eventuell ja auch die 
LOeung o^ haben kann, so dafl a^ keine LOaxuig fflbr P M (J) bedeuten irttxde, 
die dieae Qleiohung vor der GUeichung y M _ 1 (a}) wratw hat. 
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also auch nur eine endkche Anzahl yon Gleichungen der Form (9), die da- 
durch zustande kommen, daB man setzt: 

,-l*,l (v-0, I,-- ,(n-l)), 0,-la, 

Gibt man hierbei s der Reihe nach die Werte 2, 3, 4, - , so erhalt man 
auf diese Weise alle moghchen ; ,wesentlich verschiedenen" Gleichungen 
eines bestimmten n** - Grades nach Gruppen geordnet, deren jede durch 
em bestimmtes s charakterisiert ist diese Gleichungen bilden also, 
wie behauptet, eine abedldbare Menge 

WIT bezeichnen nun als (reeUe) algebraische Zahl w ter Ordnwg jede 
(reelle) Zahl, welche emer algebraischen Gleichung w* 011 Grades mit ganz- 
zahhgen Koeffizienten &,() (), aber kemer derartigen Gleichung von 
medngerem Grade genilgt *) 

Da hieraach eine Gleichung w ten Grades hochstens n algebraische 
Zahlen n*" Ordnung liefert, so folgt, dafi bei der zuvor angegebenen Auf- 
zahlung aller mdglichen wesentlich rerschiedenen Gleichungen w* 611 Grades 
mit ganzzahligen Koeffizienten auch jede durch einen bestimmten Wert 
von s charakterisierte Grappe hochstens eine endliehe Anzahl von algebra- 
ischen Zahlen n** T Ordnung liefert, die man sich dann eventuell der GroBe 
nach geordnet denken kann. Daraus ergibt sich aber das folgende Re- 
sultat (welches im Falle n 1 in das oben fur die rationalen Zahlen ge- 
fundene tlbergeht): 

Bedewtet n vrgendeine naturliche Zahl, so bfld&n die algebra- 
tschen ZaKLen n tor Ordnung erne abgahlbare Menge *) 

1) So bat z B , wenn die natilrliohe Zahl a keine Qaadratzabl ist, die 
Gleichung a * a 

die beiden Lflsungen I/a and }/a, wo ]/a eine bestimmte Irrahonaleahl vor- 
stellt, also eine Zahl, die keineafalls emer GHeichung l tan Grades mit ganzzahligen 
Koeffizienten genugen kann Somit Bind ]/a und ]/a algebraieche Zahlen 
2*"* Ordnung (andereraeits vucht yon der Ozdnnng 2m, obsohon sie offenbar auch 

der Gleichung 

astn gin OB o 

genfigen) 

Auob iflt aus dez im Texte gegebenen Definition der algebraiachen Zahlen 
n Ur Ordnung eraiohtlioh, warum wir bei der Aufzahlung der ,,verschiedenen tl Glei- 
chungen n* n Grades den Fall a von vornberem ausgeaohloBsen haben. Die 
Gleiohung n* n Grades: 

a w oj n + o n _ 1 flJ n ~ 1 -J- +a 1 

hat ja mit der durch Weglaasung de gemeinsamen Faktors a entstehenden Glei- 
chung (n 1)**" Grades: 

Oi,^- 1 + o^a"-* + . + C4 

alle LBsungen aufier a gemein, kann also keine emzige algebraiache Zahl 
n ur Ordnung hefern. 

2) Genau genonunen folgt auf diesem Wege nur, dafi die betreffenden Zahlen 
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Hiernach erschemt zunachst die Gesamtheit alter moglichen algebr 
ischen Zahlen, also derjenigen yon den Ordnungen 1, 2, 3, , als eu 
dbsoMbare Menge von dbzahlbaren Mengen Daraus konnte nach de 
8 Io2, Fufinote 1 erwahnten Prinzip ohne weiteres geschlossen werde 
dafi die G-esamtmenge der algebraischen Zahlen gleichfalls abzahlbar it 
Doch lafit sich die Moglichkeit der fraghchen Abzahlung durch erne u 
erhebLohe Abandoning des zuvor eingeschlagenen Verfahrens anch gai 
direkt erkennen, indem man TmTnlip.li bei der Aufstellung aller moglichc 
in Betracht kommenden algebraischen Gleichungen statt der Gl (10) d 
folgende zu grunde legt: 

(11) Oo| + I a ii+- + |a B | + n-tf 

und fur <f der Reihe naoh alle naturliohen Zahlen ^> 3 substituiert Den 
man sich a irgendwie fiaaert, so hat man zunachst fur den Grad n d 
Eeihe nach 1, 2, , (<s 2) zu setzen (wegen o ^ 1, a n \ ^ 1 kai 
n mcht grofier als (tf 2) werden), so dafi also Gl (11) in das folgeni 
System von Gleichungen zerfallt: 



(12) 



+ 



(deren letzte beilaufig bemerkt nur |a | = 1, |a _ s | = 1 liefert) 5 
jedem emzelnen tf gehort dann wiederum nur eine gewisse endliche A 
zahl algebraischer Gleichungen yon den Graden 1, 2, , (<y 2), ui 
man erhalt ojfifenbar auf diesem Wege fur ff 3, 4, 5, alle moglichi 
in Betracht kommenden Gleichungen nach Gruppen der eben beschri 
benen Art geordnet Das entsprechende gilt dann fiir die aus diesi 
Gleichungen resultiereuden algebraischen Zahlen, und man findet som 

Die Menge der algebraischen Zahlen ist dbeahlbar. 1 ') 
6 Wir werden jetzt als genauer umschnebenen Inhalt der am A 
fange dieses Paragraphen ausgesproohenen Behauptung, dafi es ;; uny( 
gleichbch" viel mehr irrationale, als rationale Zahlen gebe, zeigen, dafi d 

kdchstens eine abzOhlbare Menge bilden. Auf den (mit algebraisohen Hilfsmitte 
zu fflhrenden) Beweia, dafi es wirklich immer unendlich welo algebrusohe Zahl 
emer behebigen n t<BX Ordnung gibt, soil indeaflen tier nioht emgegangen werdt 
1) Das m der vorigen FuBnofce auegeoproohene Bedenken fallt bier natflrh 
weg, da ea ja ganz abgesehen von den (eine Tedmmge der algebraiaohen Zahl 
bildenden) rattonalen Zahlen sohon uoter den Zahlen von der Form |/a au 
unendltch vtele trrattonale algebraisohe Zahlen gibi (Hier kommt es ja im Gege 
aatz zu der voiheigehenden Betraohtung gar nioht darauf an, featzustellen, 
unter diesen Zahlen ya unendlich viele genau von der n*** Ordnung Hind.) 
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Mdchhgkeit der vrrafamalen Zahlen erne hohere ist, als diejenige der ratio- 
ncden Hierzu beweisen wir zunachst den folgenden Satz 

Zu jeder beliebigen dbeoMbaren Zdhlenmenge (AJ gibt es un- 

endlich viele Zahlen B, welche dieser Menge nicht angehoren, wd 

swar gibt es sogar unendlich viele solche B, die sich von einem be- 

lieJ>ig vorgeschnebenen A n leliebtg wenig unterseheiden. 

B ewe is. Wie auch die A v beschaffen sein mdgen, so konnen wir 

uns auf Qrund unserer bialierigen Ergebnisse ohne Bescliraiikung der AU- 

gememlieit jedes A v in der Form eines uribegreneten 1 ) Dezimalbruches 

gegeben denken (also eventuell mit der eingliedrigen Penode 9), in der 

flblichen dezimalen Scnreibweise 8 ) 



(13) 



Wird jetzt A^ beliebig ansgewahlt und > beliebig klem vorge- 
schrieben, so laBt sioh zunachst m so fixieren, dafi j^ < s nnd daher 
jeder Dezimalbruch, der mit A n die ersten m Stellen -gemein hat, also 
jeder von der Form 
(14) B-0 l o 1 WVO. aW& m + 1 6 ffl+8 - l m+v 

sicli vom A m um weniger als s unterscheidet Wahlt man nun die hierbei 
noch willkurlich bleibenden Ziffern Z> m+1? 6 m+a , - ledighoh den fol- 
genden Bedingnngen geniigend 8 ): 



1) Beziigkch dee Inlialta dieser Ausaage vgl 8. Ill, Fufin 1 

2) D h -wenn 



die Bedentung von 

" ' 10 "*" 10* 10' 

hat, Dabei bedeutet also g erne letiebge nattlrliohe Zahl odez auch die Null, jedes 
a^ ( v _ i f 2, 8, - ) eine Ziffer, d. h. eine der Zahlen 0, 1, ,9 

8) Da die a\ 6 W JZtffern, also Zahlen aua der Beihe 0, 1, , 9 bedeuten, 
BO ist un Falle 

BelbBtventandlioh nur die Wahl 
mOghch. 
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und beachtet, dafi zwei uubegrenzt fortsetzbare Dezimalbrflche nur dann 
gleich sein kSnnen, wenn sie GUied fur Glied identwch smd 1 ), so folgt, dafi 2? 
Ton A , -4 a , ' , A v , verschieden sein muB, also m der Menge der A v mcht 
vorkommt. Dabei liat man aber far die Auswahl von & m+1 neun Mogkch- 
keiten (namlich jede der Ziffern 0, 1, ,9 nut Ausnahme von a^l^, 
ebenso fur b m+at "was schon ftir die Besetzung diesef 1 beiden Bruch- 
stellen 9 9 verschiedene Mogliohkeiteu ergibt So fortsohliefiend findet 
man, dafi anf dem angegebenen Wege erne (jede noch BO hohe Potenz 
von 9 ubersteigende, also) wnendliclw Menge unter sick und von den A v 
verschtedener unendlicher Dezimalbrdche JB znm Yorschein kommt, sofern 
man nur noch die Yorsichtsmafiregel beobachtet, mcht alle Stellen von 
irgendemer bestimmten ab mit Niitten zu besetzen 8 ) (z B mdem man die 
Festsetzung trifft, dafi man menials mehr als 100 unmittelbar aufemander- 
folgende Stellen mit Nutten besetzen soil). 

7 Betrachtet man jetzt eine gans "beliebig dbgSMhare Menge von 
Irrationcdeahlen und fligt zu dieser noch. die Menge der rationalen Zahlen 
hmzu, so 1st die so entstehende Gesamtmenge wieder eine abzdhlbwe 8 ) 
Naoh dem soeben bewiesenen Satze existieren dann noch unendlich vide 
ja sogar bekebig ndhe bei jeder etneelnen Zahl jener abzahlbaren Menge 
unendlich mde Zahlen, die der Menge mcht angehoren Und zwar 
mussen dies ausschliefilich vrrationale Zahlen sein, da ja alle rationalen 
Zahlen in der obigen Menge enthalten smd. Hieraus folgt aber, dafi eine 
dbsahlbare Menge von Irrationalzahlen memals alle Irrationalzahlen ent- 
halten kann, mit anderen Worten: 

Dw Menge der irrationalen Zahlen ist nicht absalilbar 

Da die irrationalen Zahlen hiernaoh eine andere MSchtigkeit besitzen 
milssen, als die rationalen, und diese Machtigkeit, wie die vorstehende 
Betrachtung lehrt, dadurch charakterisiert ist, dafi nach Entfemung jeder 
Miebigen abzahlbaren Menge immer nooh unendhoh viele Zahlen tibrig 
bleiben, so spncht man das obige Resultat auoh in folgender Weise aus: 

Die Menge der irrationalen Zahlen ist von hdherer Machr 
hgkeit, als jede afaaMbare Menge, wsbesondere diejenige der ratio- 
nalen Zahlen 



1) 3 SO, Nr. 1 (8 118). 

8) In diesem Falle wUrde namlioh em endltcher Dezimalbruch znm Yoreohein 
tommen, det allenfalli emem der vorgelegten A v nut der Periode glnch sein 
kOnnte 

8) Dieae Auaaage ist ja lediglich eine andere Fasiung der sohon fruher be- 
ntttzten Tataache, dsfl man irgendzwei Zahlenfolgen zn einer einzigen ver- 
euiigen kann. 



160 AbBohmtt L Kap. HL Konvergente Zahlenfolgen Nr. 

8 Da, wie oben gezeigt wnrde, auch die Menge der c&gebrcvis 
Zahlen abssdhlbcw ist, so folgt nach der zuvor bentitzten SchluBweise, 
nach Entfernung derselben aus der Menge der redlen Zahlen nooh 
nicht abzaMhwe Menge von Irrafoonaleahlen zurtickbleibt Man bezeic] 
diese letzteren, die also keiner algebraischen Gleichung mit ganzzahl 
Koeffizienten genftgen konnen, als transeendente Zahlen. 

Hiernaoli laBt sich die Gesamtheit der reetten Zahlen in die abeaM 
Menge der (rationalen nnd irrationalen) cdgebraischen Zahlen. und 
nicht dbsaMbare Menge der trcmsgendenten Irrationalzahlen zerlegen. 

26. Der Grenzwert einer Folge Ibelieblger reeller Zahlen. 
Anwendnng anf rationale Zahlenfolgen. Die uneigentllcl 
Grenzrrerte + oo nnd oo. 

1. Es bedeute AQ, A^ t , A^ t , kurzer geschrieben (-4^), 
unbegrenzt fortsetzbare Folge beliebiger reeller Zahlen. Alsdann sol] 
folgende Definition gelten: 

Wvr sagen, die Folge (A,) lesitge fur uribegrenet wachsend 
in, Zeichen- fur V+OQ (lies: fur v gegen ttnendlwh), den G-r\ 
wert oder Limes A, in Zeuihen 1 )' 
(I) 



wen eine reeUe Zdhl A von der Beschajferihett existiert, 
A A, | bei fantiwglicher Vergrofierwg von v 'beliebig Jc 
wird, d "h wenn au beliebig Idem vorgeschriebenem e > 
naturliche Z<M n vorhanden ist, derart, daft fur jedes v"2>n 

(2) M-A < e ) 

Damit diese Definition einen eindeutig bestunmten Sum gewinn 

1) Man Bchneb frflher und sckreibt znmeuat auch jetzt noch lun A. v an ! 



VBBOO 



der bier benfltzten (Boviel TTIIT bekannt iat, von jilngeren engliaohen Mathetnat 
herr&brenden) Bezeiobnung hm A v Der weBentkcbe Yozzug diefler neueren Sot 

V->-00 

weiae tntt erst deuthob. uervor, wenn irgendeine endhcbe Zdhl diejenige 
tfbernimmt, welche in dem vorliegenden ZuBammenhange das Zeiohen oo s 
Vgl nienra 38, S. 201, FuBn. 1 

2) Im Falle A pflegt man naturhch 

| A v \ < abaft | A v |< a 
zn aobreiben. 

Im ubrigen aei bier nooh ausdrflcklicb bemerkt, dafi ea, nacbdem die Irrati 
zablen und die Geaetze, denen aie genugen, vollatandig definiert Bind, ganz g 
gflltig ist, ob man akb dieae jetzt rational oder irrational denkt (Vgl auob 
8. 147, FuBn 1 ) 
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vor allem zu zeigen, daB es, wenn uberhaupt, immer nur eine einzige 
Zahl A der fragliclien Art gibi 

Angenommen, es gabe nook eine Zabl A' von der gleichen Beschaffen- 
heit, so mtiBte zu jedem s > em n sich so fixieren lassen, daB gleioh- 
zeitig 1 ). 

A-A,\<, \A'-A r \< fttr: t/^n. 

Daraus folgt aber, daB 

\A'A <s 

sem mtiBte, uze Klein auch die positive Zahl angenommen werden moge, 
was wiederum nur moglicli ist, wenn geradezn: 

A -A 

Hiermit ist imphzite gesagt, daB ein bet frtiherer Gelegenheit fttr 
rationale Zahlen ausgesprochenes Beweisprinzip 9 ) aioh auch ohne weiteres 
auf beliebige reelle Zahlen fibertragen laBt, namlieh- 

Kann man von sswei reetten Zahlen A wind A' nachweisen, 
daft A' A | < e, wte Tdein auch die positive Zald s angenommen 
werden moge, so ist A' = A. 

Denn ist etwa A [crj, A [a,,'], so folgt 

\A'-A -IK-aJI-CK-a,!] 

Die Iconvergente Folge posiiiver rationaler Zahlen [|a y a/|] defimert 
aber entweder eine lesfammte positive Zahl oder die Null, und da die 
erste MOglichkeit wegen | A' A \ < B ausgeschlossen erschemt, so folgt 
[|a;-aj]-0,dh.^'^. 

2 Aus der obigen Definition des Grengwertes emer Folge reeller 
Zahlen ergibt sich nnmittelbar eine notwendige Bedbgung fiir die Existent! 
emes solchen. Denn besitzt die Folge (A,} wiederum den Grenzwert A, 
so hat man: 

\A-A v \<-{ fQr v^n, 
also auch' 

l-*-4r+,l<T fttr V ^ n > P-l; 2 3 ,-" 
und daher: 
(3) \A v+<l -A y \< S ftr v^n. 

Diese Beziehung hat aber genau die Form, wie die Definitions- 
formel (III), 22, Nr. 1 (S. 125) fttr die Konvergene emer Folge rako- 
naler Zahlen (d h sie geht in dieselbe liber, wenn die A v rationale 

1) Vgl 19, Nr. 1 (S 118) 
21 ft 18, Nr. 1 (S 108) 
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Zahlen sein sollten). Nennen wir also jpfat auch eine Polge beliebiger 
reeller Zahlen lonwrycnt, Ma dwRflhon tier BedinRung (S) genUgen, so 
lafifc Hich das eben gefundtmA Ifrgebnu foltfiderrnafien auflsprechen. 

Die JKonvprffrns rinrr Folgr beliebiger rreUcr Zahlen A v 
lildd dne notwmdige Hnlmgung fur die flxistene tines ?;/ 
stimmtni (vrfMtcntfs l\n\A v . 



DaB dieso Bcdinjjfuiijjf in jednn Falle auch eine hinwichende iat, wird 
im flbernaohsten Parn^ruplien alljjfemoin bewioson werden. Hior Boll dios 
xunaohst nur ftlr die Itshtr auHBchlieBlich betrachtote Art konvergenter 
Zahlenfolgen, niimlicli aus lauter rationale Zablen bestehende, festgestellt 
worden, Es gilt luunlich dur folgonde Satz: 

J)ic diirch eine "hon-oergente Folgc rationaler Zahlen a v be- 
stimmte Xahl |a,| ttf eugMi im Binne for oben gegebcnen Defi- 
nition tier Grrnewcrt drr a^ aodafi also: 

(4) lim | a y ] . 



> 



Be wo is, 1st die Folgc dor a, eine rational -Iconvergente, also 
[aj {a,} a, so besagt das nacb der in g 19, Ungl, (1) und (3) 
(S. 112, 115) gegebenon Definition lediglich, daB |a a v \ bzw. (im Falle 
a 0) | a v durch hinl'dngliohe VergrttBerung yon v beliebig Hein wird, 
und daa 1st nach Ungl. (2) auoh der Inhalt der Auesage, daB die Folge 
der a v den Grewtwert a besitzi Somit deokt sioh in dem vorliegenden 
Falle die Bebauptung (4) vollutUndig mit der VorauBaetzunf , daB die 
Folge der a v die rationale Zabl a daretellen aollte. 

1st [aj niobt rational, so verlangt die Behauptnng (4) auf Grund 
der definierenden Ungl. (2), dafi zu beliebig Yorgesohriebenem t > 0: 

| [oj a^ | < s etwa f Ur p ^ m . 

Den absoluton Wert der Different [a v ] a^ far jedet einzdlne ju. 
liefert aber die Zablenfolge [\a v M |], wo v 0, 1, 2, . Nimmt man 
jetzt d <s KRj BO kann man wegen der Konvergenz der Folge der a, 
eiu m 00 fixieren, dafi: 



anders geaobrieben: 



Aledann ergibt siob aber mit Bentitzung yon 24, Ungl, (3), (2 a) 
(8,148), daB: 
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tmd somit schliefilich: 

IW-J*< fttr ft^w, 
womit die fragliche Behauptung bewiesen ist. 

3 Zu dem yorstehenden Ergebms sei noch ausdrftckhch folgendea 
bemerkt Es wurde zwar bewiesen, dafi jeder tonvergenten Folge rafooncder 
Zahlen ein bestimmter Grenawert zukomme, aber nicht etwa in dem Smne, 
dafi ein solcher Grenzwert a pnon existiere oder daB seine Existens 
Yielleicht gar aus irgendwelchen aufierhalb dea Gebietes der reinen Zahlen- 
lehre hegenden Tatsachen oder Analogien, z B sogenannten geometn- 
schen Evidenzen, gefolgert werden konne Vielmehr wurde nur gezeigt, 
dafi nnter den von nns erschajfenen Zahlen zu jeder konvergenten Folge 
eine vorhanden ist, welche die Eigenschafb besitzt, yon alien Ghedern mit 
hinlanglich grofiem Index sich leliefag wenig zu unterscheiden. TJnd es ist 
daher in Wahrheit lim a v ledighch em neues Zeichen ffir eine bereits bei 

V->08 

anderer Gelegenheit geschafifene Zahl [aj, welches gerade diese Eigen- 
schaft in Ennnerung "brwgen soil. 

Mit Hilfe dieser neuen B&seichnungsweise lassen sich die in 23, 
Formel (II) (V), (5), (6), (10) (S. 138142) enthaltenen Rechnungs- 
regeln fiir behebige reelle Zahlen auoh in die folgende Form setzen* 

(5) lima r lim& v = hm(a fl & r ), (6) lima, lim& v 

V-^eo r->oo v->ee v->ea r->oo 

bin eh, 
C 7 ) r i~r- lim F> C 8 ) (Uma r )*-lim 

iuut/ r v ^ 9g o v r-voo r->o 

r-> 

(9) 



v-Veo r->oo 

(wobei in (7) und (9) wiederum der Fall auBzuschliefien iat, dafi einer der 
auftretenden Nenner den Grenzwert besitzt). 

Diese Formeln sind znnaohst ihrem Ursprunge nach (d. h. wenn man 
yon vornherein an Stelle von [aj, [fe y ], die Zeichen lim a r , lim & y 

*->>oe *-> 

emgefuhrt h'atte) in dfetn Sinne zu verstehen, dafi ihre rechten Seiten 
ala Defimtionen far die Zwits yerlangten Bechenoperationen zn gelten 
haben Tritt nun aber der besondere Fall ein, dafi die Zahlenfolgen 
[ a y]; L^J ' *; C^J rationale 6h:enzwerte besitzen, etwa: 
(10) lim a, a, lim &, ft, , Inn ft, ft, 

y^oo y-Veo y->-oo 

BO stellen die linken Seiten ja sohon auf Grund fruherer Definitionen (die, 
wie wir wissen, mit den vorliegenden nioht un Widerspruch stehen) be- 
stimmte Zahlen vor, konnen dann also auch umgekehrt zur B&rechnung 
Znhlen dienen. welohe durch die rechten Seiten jener Formeln 
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dargestellt werden Auf diese Weise ergibt sich z. B aus (9) die Be- 
ziehung: 

welche in Wahrheit wiederum nur eme neue Schreibweise ffir die in 23, 
Nr 6 (S 142) gewonnene Formel (13) ist 

4 Besitzt eine Folge behebtger reeUer Zahlen A v die Eigenschaft, 
dafi, wie groft man auch die positive Zahl A annehme, stets eine natflr- 
liche Zabl n existiert, derart, daB 

(12) A V >A fttr v^n, 

so sagt man, A v werde gleichzeitig mit v postfov unendlicli groft und 
schreibt: 

(13) hm A, -f oo 

(bzw. = oo, falls kem Mifiverstandnis mdglich ist, wie man ja im ana- 
logen Falle auch bei positiven Zahlen das Vorzeichen + wegzulassen 
pflegt). Man bedient sich dann im Anschlufi an die Schreibweise (13) 
auch des genau genommen eme contradtctw in adjecto enthaltenden 
Ausdruckes- A^ habe fur v > oo den (uneigentlwhen) Grenewert + oo 
Sind die A v so beschaflen, dafi in analogem Smne 

(14) -A V >A for v^n 

(anders ausgeaprochen- smd die A v zum mmdesten von einer bestimmten 
Stelle ab durchweg negativ und wachsen ihre absoluten Betrage mit un- 
begrenzt wachsendem v selbst unbegrenzt), so sagt man, A v werde mit 
unendhch wachsendem v negativ unendUch groft, oder auch A v habe fttr 
v > oo den (unmgenttMhm) Grmgwert oo, in Zeichen: 

(15) hm A v = oo 

i -Vco 

Wir bezeichnen Zahlenfolgen mit dem (uneigentlichen) Ghrenzwerte 
-f oo oder oo als eigentlich divergente a ) Ferner bedienen wir uns ge- 

l) 1st 

hm Av == + oo oder = c , 

BO hat man offenbar in beiden Fallen 

1 

Dagegen kdnnte umgekehrt aua der letzten Beziehnng zunftchst nux geschloBaen. 
werden, dafi 

hm | A, | + oo 

Nor, wenn zum mmdeeten fLt v>n bestandtg A v > 0, bzw A r < 0, wiirde folgea- 
hm A f >*= -j- oo bzw = oo 
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legentlich des Ausdruckes- fur erne Zahlenfolge exishere em Grengwert 
tm wevteren Sinne, wenn sie entweder erne besttmmte ZaU im Siniie der 
in NT. 1 dieses Paragraphen gegebenen Definition als Grenzwert besitzt 
oder ihre Glieder ftir v > 09 mit beshmmtem Voreeiclien unendhch werden 



27 Allgemeine Eigenscliaften konYergenter Zahlenfolgen 
mit beliebigen reellen Gliedern. 

1. Bedeutet A^\ A$\ , A<?\ eme unbegrenzte Folge beUebig&r 
reeller Zahlen, so gilt als Definition ihrer Konvergene naoh 26, Nr 2, 
Ungl. (3) (S. 161) die Beziehung- 

(1) |^(+0 ^W < far vl>w, tf=l,2, 3, 

Diese Bedingung, welohe der Form nach vollstandig mit der fflr die Kon- 
vergenz rationale? Zahlenfolgen [cj in 22 (S 126) als Ungl. (IE) be- 
zeichneten ttbereiastimmt, laBt sich wiederum, mdem man die dort m 
bezug auf die Zahlen c, gemaohten Sohlflsse wortlich auf die J.W fiber- 
tragfc, durch die folgenden, formal zwar wemger verlangenden, jedoch m 
ihrer Tragweite ganzlich aquwdenten (entspreehend den a a. mit (II) 
bzw. (I) bezeichnetenj ersetzen 

(2) |^+^-J.W|< bzw. <;e (ff-1,2,3,- ), 

d h es zieht nicht nur die Bedingung (1), wie nnmittelbar ersichtiich 
ist, stets solche von der Form (2) nach sioh, sondern (dem wesentiichen 
Inhalte nach) auch umgekehrt 

Obschon der Inhalt dieser Bedingungen duroh die fllr behebige 
reeUe Zahlen geltenden Festsetzungen ( 23) voUstandig defimert ist, 
BO erscheuit es vielleicht moht unzweckmaBig^ zur tTbnng ihre letzten 
Grundlagen duroh Zurttckgreifen auf jene frflhereu Eegeln im einzelnen 
etwas genauer nachzuprtlfen 

Bs sei etwa: -4W-[a^L ^W- [af>] nef, sodafi also jede der 
Zahlen A durch eine Folge ratwnoHer Zahlen (af\ aj& t , a$\ ) be- 
stimmt wird, dann laBt sich zunachst die erste der Forderungen (2) ans- 
ftthrlicher folgendermaBen schreiben: 
(2a) |W^)]- 

Auf Grund der Definition fur die Different! zweiei reeller Zahlen (S 140, 
GH. (IV)) ist diese Beziehung gleichbedeutend mit der folgenden: 

(2 IW^-a^l-Oi 

die sodann auf Grund der Definition des absoluten Setrages emer reeUen 

Zahl (S 143, QL (16)) durch die folgende ersetzt werden kann: 

(2c) [\ 
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Gleichzeitig mit den ala konvorgont auzuaehenden Folgen [ap* " J l 
Mldun auoh die Zahlen j a^ +tt) a^ j eine konrergente Folge, und damit 
diese eine (e,o ipso keinesfalla negative) Zahl < a daratelle, iat nach 24 
Nr. 1, FuBn. 1 (S 148) nottcendig, dafl flir hmlanglich grofie ft 

(3d) lop+o <*,(> <i (*-!,, 8, ) 



ausfiillfc, d. li. jodem f > muB eich zuaaohst eine nattlrlicho Zahl n und 
Bodann jedem einzelnen tf eine natdrliohe Zahl m HO zuordnen laaotm, 
daB for tlaa betroflfende n und y, ^ m ff (<r 1, 2, 8, ) die Bedingung (SJd) 
1st. Dabei bedeutet n eine von der Wahl dee <r unabhUngigti 6- 
Zahl, wahrend w tf mit tf verilnderlich lein kann, 
Umgekehrt wUrdo (nach 24, Ungi. (1), (la), S. 148) aus der Be- 
ssunUchst nur folgen, d6: 



man findet hieraus in entaprechender Weiae welter rtiokwiJLrta 
die Beziohung: 



die fum'fe der Bedingungeu (2), welohe ja dann gleiohfalls die 
der Folge (^L) naoh aioh ziehi 

Da man Ubrigeni ohne Beachrankung der Allgemeinheit t atett all 
annehmen kann 1 ), ao zeigt TJngl. (2d), wie die Bedingung fttr die 
wf der Folge mit den bdiebig redlen Gliedern A, lediglioh duroh 
Zurtiokgehen auf die biaherigen Definitionea ichlieBlioh auf Bezieliungeii 
zwieohen rationoten Zahlen zurUokgefdhrt warden kaan.*) 

2, Da die Konvergenzdeflnitionen (1) und (2) gnau dieaelbe Form 
besitzen, wie die entapreoheuden fttr rational* Zahlenfolgen, und da die 
^er Speziea mit bdiebigen rutten Zahlen denselben Geaetzen genttgen, wie 
sie far rationale Kahlen geltn, BO lauen aioh an die obigen Definition en 
wfrttidi, die gleiohen SohluBfolgerungen knupfen, welohe in 22 zur Feet- 
jfcellung der Haupteigenaohaften ratiotufor Zahlenfolgen gefQhrt haben. 
wabeaondere ergeben aioh auf dieae Weiie die folgenden Satze: 

I. Iat die Folge (AM) "kowergmt, BO hat man fttr v J> wtwoder be- 
"tandig; J.W ^ tf , bzw, A ^ - , wo eine gawiwe jxwftwa Zahl be- 
deutet; Oder ( au jedem beliebig kleinen t >0 bei paaseuder Wahl von n): 



Vgl. B. 160, Fufln. 1, 

Eine praktlioh inhohere L&iung dleier Anfgnbe lit impliclbe in Nr. 1 dt 
- 
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Im letzteren Falle ergibt sioh aus der im vorigen Paragraphen, Nr. 1, 
aufgestellten Grrenzwertdefimtion ohne weiteres, dafl- 

(3) lim A& - 

V -+-00 

Da andererseits die Folge der AM schon eo ipso Jcontergtert, wenn zu 
jedem > bei passend gewahltem n: \ A^ \ < E fllr v~Z>n, so kann 
man auch folgendes aussagen: 

Etne Folge beltebtger reeller Zahlen A<?\ deren absolute JBe- 
trage mit uribegrentt waclisendem v Idiebig Hem werden, hat den 
Grenswert Nutt. 

IL Die absolute]! Betrage der Glieder A^ einer konvergenten Folge 
bleiben stets unter einer endhchen Scbranke. 

1IL Gleichzeitig mit der Folge (_4. M ) konvergiert auch jede aus ihr 
b&rausgeholene Folge (A<- m J). 

IV Jede monotone Folge (AW), deren Glieder numerisoh unter einer 
endhcheu Scbranke bleiben, ist Teonvergent. 1 } 

V. Gleichzeitig mit den Folgen (^LW), (JB), , (Z) konvergiert 
auck die Folge (JB(4W, J?W, . ., JfC))), wenn wieder JB(A, JW, -, J: (F) ) 
einen legreneten rationalen Ausdruck (B S, 133) bedeutet und voraua- 
gesetzt wird, dafi keiner der in E auftretenden Nenner ist oder den 
Qrenzwert Null hat Insbesondere konvergieren also unter den gemaehten 

Voraussetzungen die Folgen: (- Aty, ^y), ( 



28. Existenz eines Grenzwertes fttr jede konvergente Folge mit 
beliebigen reeljen Gliedern. Allgemeine Grenzwertbezlehungen. 

1. Wir beweisen jetzt den folgenden, zuweilen als Fundamentalsatg 
der Analysis oder als aUgemeines Konvergengprineip bezeichneten, uberaua 
wiohtigen Satz: 

Jede Tconvergente ZaMenfolge hat emen lestimmten Grentwert 
Oder auoh, mit Berttoksichtigung yon 26, Nr. 2 (S. 162) etwas 
ausfdhrlioher formuliert: 

Die notwendige wid hinreichende Bedingung fwr die 
Existent ernes bestimmten lim J.W lesteht \n der Konvergene 

1) Bleiben die | A \ ntcht unter einer endliohen Schranke, BO ut die mono- 
tone Folge (A m ) offenbar iteta eigenihch divergent (s S 164) 
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der Folge (Aty, d h. in der Existens einer Bemehung von der 
Form 1 



(1) \A1n-4-An < 6 ( v ^ w , <j=l,2,3, .) 
fur jedes s > 

Beweis Da die NotwendiglceU der Bedmgung (1) a a. 0. bereits er- 
wiesea wuide, so bleibt nnr zu zeigen, dafi sie auch hmreichend ist Hierzn 
nehme man erne unbegrenzte Folge posriiver rationale? Zahlen d r so 
an, daft: 

(2) lim d v = 

r-> 

Aladann lafit sich. nach 24, N"r 2 (S 145) jeder der (im allgememen 
irrationalen*)) Zahlen A^ eine rationale Zahl a v so zuordnen, dafi 

. a v - <? < AW < a v + d, , 

also: 

(3) |^W-^|<^ 

Die ro^onoZ^ Folge (a v ) ist dann ebenfalls stets Convergent. Man hat 
ndmLch- 



(4) < 

Infolge der Voraussetzungen (1) und (2) lafit sich nun n so fixierej, dafi 
fflr v ^ w gleiehzeitig: 

^+-)_ J AW !<A, ,y r< J., aleoanch. *, +B <-f- 

Alsdann geht aber Ungleichung (4) in die folgende liber- 

(5) \a v+a a,\<6 far v^n, 

d h. die rationale Zahlenfolge (a r ) ist konyergent und defimert somit 
eine bestimmte Zahl A = [a v ] Man hat nun ferner: 



(6) ^ A -a,\+d v 

Infolge der Beziehung A [aj und der Gleichnng (2) kann man aber 
wiederum em n BQ fiiieren, dafi fur v^n gleiehzeitig: 



und somit: 

__ > J. J.W | < a fflr v ^ w, 

l) Der Fall rattonaler A m ist ja bereita ededigt Sollte J. l>l) ffir gewiase 
Wexfce von v rational aein, so kann man einfach. getzen o J. ()) . 
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d h man iindet schlieBlich: 

(7) km AW ~ A (-lima,) 

*->-eo r->ao 

DaB es uu tibrigen nur eine Zahl J. lim A^ geben kann, wnrde bereits 
in 26, Nr. 1 (S. 161) hervorgehoben. "*" 

2. DaB es wegen der groBen Willkttrlichkeit, welohe bezughch der 
Auswahl der Zahlen d v and a v besteht, unendlich viele verschiedene ratio- 
nale Folgen znr Definition der Zahl A gibt, bat mchts tiberraschendes, 
da ja jede reelle Zahl A durch unendlich viele verschiedene Zahlenfolgen 
defimert werden kann ( 23, Nr. 2, S 136). 

Im tlbrigen wird man jene Zahlen a y am einfachsten denjenigen Zahlen- 
folgen [aW~\ entnehmen, welche zur Definition der AW vorhanden sind. 
Smd namlich die S v irgendwie angenommen, so kann man, wegen 
AW lim afc\ flir jedes v <=* 0, 1, 2, eine positive ganze Zahl m v so 

jU->00 

bestimmen, daB: 

(8) I ^w -<!<*, 

Man hat sodann (s. UngL (3), Gl. (7)): 

(9) ,-# 

V 



Smd msbesondere die A^ durch systematisohe Bruche definiert 
etwa: A& lim tf^) , BO hat man (vgl. 24, Ungl. (15), S. 148) 

H + ae 

^)<AW<^+1 0*-0,l,2 f . 0; 

also speziell fur IL**> v: 

(10) |^W- tf W|<i, 

und da ofi'enbar die Wahl 8 V -- der fraglichen Bedingnng lim S v 

& r->oo 

genttgt, BO kann man in diesem Falle setzen: 

(11) a v - tf v W, d. h. schliefilich: lim AM - lim *,M. ) 

r-Voo >->oe 

3. Aus der Existenz einee eindeutig bestimmten lim A (v) flir jede 

->00 

konvergente Folge J. (r) lassen sich im Ansohlusse an die Satze von Nr 2 
des vongen Paragraphen noch die folgenden Schlusse ziehen* 

I. Hebt man aus der konvergenten Folge [A^] irgendeme Teilfolge 
heraus (dereu Konvergenz nach (III), 8. 167, feststeht), so hat man : 
lim AM - lim J.W. 



1) Da die m v nur an eine wntere Schranke gebunden und, BO kann man die- 
aelben apenell BO auawahlen, daB aie nut v besttLndig wachaen. Vgl hierau ^2, 
8. 271, Fufin. 2 und 8. 278, Fufin. 1. 

9\ Val Inerzn ft 48. Nr 4 (8. 290, PuBn. 2) 
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UingeJtdirt: let hoi Af> - hm X,**' mid Weutet u4 w ) eiu au i 

* , m IT 



Teimen Af\ A^ fitsunmentiesetstr fr'ulge, o 
zwar ist: 

(13) Urn -4<"> - hm ,4," - hm -4, ir 

-Vt * >m t fm 

(Beweifle genau vie in 23, Nr. -t 8 .liJH)}. 

II, AUB dem ersteu der bn nuigtwimtchwion Hitiut folgt 
bar: Enth&lfc eine koMergcnte Kol^w [^w| irgtwdBmen Trm 
oft (d. h, hat man fUr irgtrndftiuu Fol^H frt^'' unln*grMixt wucbsendor natOr- 
licher Zahlen: ^"*J-4), o it aueh: 

(14) hm X* - A 



III. Jede monotone Folga, dttren Terme numeriiwh uuter einer posi- 
tiren Zahl bleiben, beeittt eineu bnatimmton Qrenxwert. ') 

IV. Sind [j*W], [Bt'>J, -, [A) kon&rrfftrie Folgim und bodetttet 
JR(^"), J?W, - , 2TW) irgeiidainen Z^wurtMi ratitmaXen Autdnuik (t 
Nr, 8, S, 188), so let: 

(15) jRQim ^ lim B& t - , lim <) - Urn jB(^w f JBT*^ , JEW), 



vorauageaetzt, dafi foiwr der in 12 auflrttcnden Nenner JvWZ iit, 
Beweie, Nach Nr, 1 kum mmi jedar dor Folgtm 



erne rationale Folge 

00 zuordnen, dafi: 

(16) lim 4W - lim o,, lim JBW . lia b, t - . -, lim JP*>-li 

!> f^-l 

Man hat also: 

(17) jR(lim ul, lim jw f . . ., li m JP) - Jt(lim fl,, lim fr t , , Urn * r ), 

v-> r-t>*i * 

Nun iat nach Gl. (9) del 26, Nr. 8 (8. 168): 
,, lim & . . -, Hm fc f ) - lim J 



sodafi man die Gl, (17) zunftchit duroh die folgende anetMn kuint 
(18) JR(lim JlW, lim BW, - -, lim JKW) - lim J*(a, f ^, '..,*,). 



* 



Bleiben 
ndliohM Sobranko, 10 Ut mu (tgl. fl. l7 t FaJJft. l)i lim ^- 

r-*-* 

oder: lim J.<* - oo. Jddo numotoM Tol buitib ftlso tinta Omtvurt m 

> 

mindeaten 
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Bildet man jetzt diejenigen Zahlenfolgen, die aus den Termen 
(JW, a v ) t (J?W, Z> y ), ; (KM, k v ) zusammengesetzt Bind, und bezeichnet 
dieselben nut (SI y ), (SBJ, , (ft,), so sind dieselben Twnvergent (nach 
dem zweiten Satze yon I dieaer Nummer) and es Jconvergiert auon die 
Folge [JB(St y , SB y , , St v J] (nach 27, V, S. 167). Sie besitzt daher einen 
bestunmten Qrenewert, Belcher (nach. I dieser Nummer) auch jeder heraus- 
gehobenen Folge zukommt, man hat also: 



hm 

Bodafi Gl (18) schliefilich in die folgende iibergeht: 

JR(hm JM, lim JBW, , lim K&) lun R(A<?\ B&, , JT M )> 

womit die ausgesprochene Behauptung (15) bewiesen ist. 

Es bestehen also ftir solche allgemeine Grenzwerte vom Typus 
hm J.W dieselben Fnndamentalbeziehnngen, wie fdr Grenzwerte rationale? 

Folgen, insbesondere: 
(19) 



(lim^("))m li 
(20) lim^LWlimJ5M-lim(J.WJ5W), 

A 





Schliefilioh sei nooh folgendes bemerki Bedenten vieder 
konyergente Folgen nnd hat man zum mindesten for v > n: 
(21) 4W<j0W, also: ^LW-B<0, 

so laBt sioh darans nnr folgera, dafi: 



alao, wegen: hm (AWBW) - lim J.W - lim B< r >, BchlieBlioh: 

V->OB 



(22) 

f->oe r->-w 

Hat man ferner znm mindesten fflr v ^ n: 
(23) ^<JW<OfW oderanoh: ^.W 

1) Die Benehung (28) gilt offenbar auoh im Fulle. lim .<*> + oo. 
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und es besteht auBerdem die Beziehung: 

(24) lim AW i hm CM 

(und zwar gleichgfiltig, ob diese Grenzwerte endhch oder wnendlich, aus- 
fallen), bo folgt: 

(25) lim B( 



r->oo 

' lim 



eme SchluBweise, welche fur die Bestimmung von Grenzwerten hdufig 
von Nutzen 1st 



Kapitel IV 

Potenzen mit beliebigem Exponenten und Logaritlimen. 

29 Wurzeln aus positiyen reellen Zahlen und gebrochene Fotenzen 
mit positiyer reeller Basis. 

1 Das Problem, welches zunachst den Anlafi zur Einfiihrung der 
(ittgemeinen reellen und msbesondere der irrafoonalen Zahlen gegeben hatte ; 
namlich die Anflo'sung der Gleichung 

(1) '" = a 

(wo a eine positive ganze Zahl, die nicht gerade gleich der m iea Potenz 
einer anderen natilrlichen Zahl), laBt sich nunmehr ganz in dem oben 
( 21, Nr. 5, 9. 124) bereits angedeuteten Smne erledigen. Wrr fanden 
zunachst in dem eben zitierten Paragraphen einen unbegrenzt fortsetzbaren 
Systembruch o v , welcher der Beziehnng geniigte (S 122, Gl (8))- 

(2) { ff r m } a , anders geschrieben J ), [tf r B 'J a . 

Da aber nunmehr [ff r ] &ne 'bestimmte Zahl vorstellt ( 23, Nr. 2, S 136) 
und auBerdem nach Gl (5), S. 141 : 

(3) M W = [<VL 

so folgt: 



Die offenbar allemal positive und irratwnale Zahl [<yj hefert somit 
eine Losung der Gleichung af =- a, und zwar, wie leicht zu sehen, deren 
emeige positive Losung Denn aus: 

f<y "I = r r l m - a 
wttrde folgen: L J L >J 

- W m - (W- 



1) Vffl g 28, Nr 1 (S 
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1st nun [v v ] > 0, also der zweite Faktor der rechten Seite wesent- 
lich positiv, so folgt' 

M-M-o, 

also: 



2 Tritt an die Stelle der natiirhehen Zahl a ein positiver reduzierter 
Bruch , so bestimme man zur Auflbsung der Gleiohung sc" 1 = zu- 

nSchst, wie in Nr 1, zwei positive Zahlen [tf r '], [<f v ' r ] (deren jede sich 
speziell auch auf eine ganse Zahl reduzieren kann), derart, dafi: 



Da sodann* 

[ffrT [g/ CT 3 rff y ""i r/'J 
E^T = C ff /' m J " Ltfv" m J " LU' 

so folgt schlieBlich: 

(6) [tf-*, also: ^ 

Man kann aber auch behnfs Auflosung der G-leichung x m = auf die 
Zahl ganz direkt das namliche EinscMieBungsverfahren anwenden, wie 

im 21 auf die ganze Zahl a. Man gelangt auf diese Weise entvreder 
nach emer begreneten Anzahl von Operationen zn einer Gleichung yon 
der Form. 

(7) . f, w *.-. + f + +J, 

oder zu einem unbegrenet fortsetssbaren Systeme von Ungleichungen der 
Form: 

(8) ^ m < f < (^ + v) W , d h. man findet: [ tf J- - j- 

Dabei kann jedoch im Gegensatz zu dem vorher behandelten Falle [tfj 
hier auch periodisch ausfallen, also eine rationale Zahl - w - vorstellen. Man 
hat alsdann: f~) -^j. also wenn man zu g. u zu v als relativ 

g \ B/ t> ' j. j.i 

pnm vorauasetzt: j) = w m , g t) m . Das jeweife Verfahren wttrde also in 
diesem Falle auf einen tinbegrengten Prozefi filhren, wahrend das erste 
naoh einer endlicJien Anzahl von Yersuchen die fragliohe Losung liefern 
mufite. 

3 Das in Eede stehende, im 21 naher auseinandergesetzte Ein- 
schlieBungsverfahren kefert aber offenbar auch noch die Aufloeung der 
Gleichung af 4, wenn A eine beLiebige reette positive Zahl bedeutet. 
XT.,- ,*. , A i^nhnnnl dim A^nffcreten einer Gleichung von, der Form 



174 Abflchmtt I. Kap IV. Potenzen und. Loganthmen Nr 4. 

n m A oder eines nnbegrenzten penodischen Bruches [<yj hier definitiv 
ausgescMossen, da die ** Potenz emer rationakn Zahl menials der Irratio- 
ndleahl A gleich sein kann. Man findet bier also allemal ein unbegrenzt 
fortsetzbares System yon der Form: 

(9) ff v m < A < (tf, + ffl und hieraus: [ffj m - A , 

wo [ffj eine positive Irrationalzahl vorstellt Und man erkennt, genau 
wie in Nr 1, dafi es stets [nur erne positive Zahl geben kann, welche 
der Gleichnng x m *=* A genflgt. 

4 Nachdem nunmehr die Exvstens von YA, d h der positiven 
n ten Wurzel aus der postttven redlen Zahl J., ale einer eindeutig bestimmten 
reetten Zahl erwiesen 1st, lassen sich die Rechnungsregeln ffir solche 
Wureeln mit Hilfe der fdr Poteneen geltenden in folgender Weise fest- 
stellen. Da die Definihonsgleichwgen bestehen: 

(10) 
so folgt: 



also: 

(11) VI VS- 

Wendet man die erste dieser Gleichnngen sukzeseive zur Bildnng 
eines Produktes yon m gleichen Faktoren VA an, so ergibt sich: 



(12) (VI m -V^ ond hieraus 
Naoh Gl (10) hat man ferner: 

(VI**)"--<l m , also: (V3^) |I "-4J' (woi0), 
und daher: 

(13) 

Welter ergibt sich: 



und somit* 
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Urn auch noch das Produkt oder den Quofaenten zweier Wurzeln 
-on der Form if/I", Vl^' (wo n>0, n'>0, wahrend m, m r beliebige 
forzeiohen haben dttrfen) durch erne emzige Wurzel darzustellen, hat 
nan zunachst nach Gl (13): 



13a) 

md daher mit Benfltzung von GL (11): 

15) 



SchlieBlicn erkennt man noch. nnmittelbar die Richfcigkeit der Un- 
jleichung: 

16) VA>VB, wenn: (VZ) n >(yi) B , d h. A>B, 
ms welcher sioh zunachst noch die folgende ergibt: 



wenn: 
d. h. mit Beniltzung von (13 a): 

/-r- t'/-r-r 

(17) V^?' > YA n 

k } v Y 

und speziell f ur ' 1 : 



5. Da die formate Anvrendung der far positive ganzzahlige p, n 



- 



geltenden Eegel: (A*')* -4 iMI auf das Symbol A " die Beziehung 

Hefert: 

/ J2\ W 

U J- 



und andererseita die Definitionsgleichung besteht. 



BO definiert man das obige SymfoZ als eine im Falle A>0 eindeubg 
stmmte reeOe ZaM duroh die Gtleiohung: 



(18) -V3*=, sodaBalso: (18a) -l- 






1) Dftbei iat wiederum n > 0, n' > angenommen, wahrend m, m' behebige 
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Han bemerke, dafi alsdann Gl. (13) die Form annimmt: 

, P . . 
(19) A*-A *, 


d h. die durch das Symbol A n reprasentierte Zahl hangt nicht von 

den eiwselnen ganzen Zahlen m und n, sondern ledigbch von der ratio- 
nalen Zahl -(- =. c ab Damit 1st also der Begriff der Potent: auf den 

Fall eines leliehgen rationalen Exponenten flbertragen und zwar in der 
Weise, dafi der bisher aussohliefilich zugelassene Fall ernes ganezahligen 
Exponenten, d L der Fall m pn, sich dieser allgememeren Definition 
traterordnet Fflr m = pn resnltiert ndmhch aus Gl (18) (mit Bentitzung 
von GL(12))' 



~ 



Man bezeich.net dann solche Potenzen A, falls c "kerne ganze Zahl, als 
gebrochene und im Gegensatz hierzu als game, wenn c eine ganze Zahl 

Im tibngen genQgt dann dieses erweiterte Potenzsymbol A den 
namlichen YerkntlpfungBregeln, wie die gwuse Potenz. Setzt man wie- 

derum c = . wobei man offenbar allemal n als wesenttich positiv an- 
n 

nehmen kann, wahrend jetzt m eine positive oder negative (ganze) Zahl 
vorstellen mag, so folgt aus Gl (11) duroh Substitution von A m , ]8 m fUr 
A, B and Einftihrung des neuen Symbols (18) zunachst: 



also: 

(20) A B' 

Sodann gehen die beiden Gleichungen (15) durch Emftthrung jener 
Sehreibweise in die folgende fiber: 



, 

A 



also, wenn nooh -^- c' gesetzt wird: 

(2r> A" A* A ** ~ 

\t>*-) M. jt. ^i ; ^ Cl 
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Ferner ergibt sich mit Bentitzung von GU. (18), (12), (14): 

/ m\m' Jf'/ - a' /' ~ f mm ' 

U~V "^ KOK^")" 1 ' "" V VA""* nt VA mm ' = A nn> , 

d. L 

(22) (Ay*=A ao '. 

Ersetzt man m Ungl (16) A, S durch A m , B m , so folgt. 



wenn: A m >B m , d. h. wenn: 

>B, 00, 



(23) *>*, wen,: 

/ 
und spez!eU f ttr B = 1 Uobei dann: 1" - l n 



m fti r 

SchlieBlich gehen noch die Ungleiclmngen (17) fttr c, r c in 

die folgenden ttber: 

f A>1, c>c f , 
(24) 4.>^, ' 



(die fibngene auoh aus (23 a) hatten gefolgert werden k(5nnen, wenn man 
daselbst c duroh c d ersetzt und sodann die Ungleichung nut A* mui- 
tipliziert). 

6 Durch die vorstehenden Betraohtungen 1st nunmehr die Aufgabe 
geldst, den (emzigen) positiven Wert einer Potene mit positwer Basis und 
lekdngem rahonalen Escponenten als eindeutig bestimmte reelle Zdhl zu 
defimeren und ihre vollkommene Analogic mit der gewonnlicheji ganzen 
Potenz nachzuweisen. Es liegt nun nahe, den Begnff der Potent noch in 
der Weise zu erweitern, daB man statt der rationcden Exponenten c beliebige 
reelle, durch rationale ZdMenfolgen defimerte Exponenien C [cj Km c v 
zulafit. TJm dann vor alien Dingen A flberhaupt zu definieren, hatte man 
nach Analogic der frflher fflr die rationalen Eechnungsoperationen mit 
allgemeinen reellen Zahlen aufgestellten Defimtionen zu setzen 1 ): 

lim A** (vgl. 26, GL (9), 8 163), 



1) Bei Befolguug dieeea Prinzipa hatten wir schon YA \=J. n /, - 
[a r ] lima,, naoh Analogic von (lim a r ) ffl lim (a v ffl ) , durch die Formel- 





(1) jU-LraTa, 

definieren kBnnen. Da aodann (die leicht zu beweisende Konvergenz der inafco- 
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und es wilrde sich dann zunachst darum handeln, die Konvergenz dei 
aus wohldefinierten reellen Zahlen bestehenden Folge A e * (v **> 0, 1, 2, ) 
festzustellen, sodann die ftir A c gelt en den Reolmungsregeln aus der 
obigen Definition abzuleiten Hierzu bedtirfen wir noch. gewisser For- 
meln zur Abschatzung von Diflerenzen der Form (A J5) und (A A '), 
welche im folgenden Paragraphen entwickelt werden sollen. 



30. Abschatzungsformeln fttr Potenzen mit ratlonalem 
Exponenten. 

1 Bedeutet P eme behebige, Ton 1 verschiedene positive, n eine 
natfirhche Zahl, so ist 



(i) 



P-i 
i-P* 
i-P" 



> n, wenn: P> 1, 
< n, wenn : P < 1 , 



und daher QrP>l- P n ~ 1 > w(P 1) ; 

P<1: 1-P"<(1-P), also: P"- 1 > (P- 1), 



nalen Folge a,, vorausgesetzt) naoh 28, 5 171, letzte dex Pormeln (19). 
(2) (hm y,) rt - hm ((V*y] - lim ** - A , 



BO erecheint haermit die Bezeichnung YA fdr die durch Gl. (1) deftnierte Zahl 
gerechtfertdgt Da aich mdessen die JSanstenz Ton V^L, d. h einer bestimmten 
positwen reellen Zahl, welche der Gleichuug ai****A genflgt, nut den namliohen 
Mitteln ganz direkt nackweisen hefi, wie diejemge von ya bei poeitivem ro<to- 

__ l '" 

nalen a, und sodann alle die weiteren Beziehungen, denen ^/ A -A" und A c A n 
genugen, gleioh fflr den allgememen Fall einer lehebigen reellen (BO. poaitiven) Baaia 
unmittelbar angeknupft werden konnten, BO ersobien ea zur Vermeidung unnOtiger 
Wiederholungen eweckinti.fiig , atatt des soeben angedeuteten wohl naher liegenden 
Wegea den izn Teste angegebenen einzusohlagen DaB xibrigena die izn Texfce be- 
nfltzte Definition von ^/ A zu demselben Reaultate fflhrt, vie die oben unter Gl. (3) 
gegebene, d h. dafl allemal 



wenn y A die nunmehr bereita vollkommen defintertc reelle Zahl bedentet, folgt mit 
BerQcksiohtigung von Gl. (2) unmittelbar ana der am Bchlnaue yon 29, Nr. 8 
(3 174) gemaohten Bemerkung, dafi es nur eme positive LOaung dei Gleiohnng 
x*'**A gibt 
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sodafi also in jedem Falle fttr P >0 (nur exkL P 1) die Beziehung 1 ) 

besteht: 

(2) P">1-M(P-1). 

-~ - 1 L 

Eraetzt man hier P durch P~ * (wo: 0< P * < 1 oder P~ > 1, 

d. h. wieder nur: P> und von 1 versohieden), so folgt: 



also- 

(3) p-r <1 + l (P -i_ 1)ral _JL =Ll. 

Man bemerke zunachst, dafi die rechte Seite dieser Ungleichnng stets 

_J- 
wesentlioh poritb ist 8 ), da sie ja uber der positiven Zahl P n liegt So- 

mit ergibt sich durch t^bergang zu den reziproken Werten: 



Bedeutet nun K eine positive oder negative Zahl, die numensch kleiner 
als 1 ist, so hat man. 

(5) l>l-jr-(l-JC)(l + JC), alflo: r i jp >l+jr 



Wird also vorlaufig angenommen, dafi ~^-- < 1 , so folgt anf 
Grand der letzten Ungleiohung aus (4) a forkori: 

( 6 ) ^i + -^* 



1) Die in 14 (B. Ungl. (16), 3 82) gegebene Herleitnng der nftmliohen Be- 
ziehung eritreokte aioh nor auf den Fall P > 1. 

2) Man erkennt dies auoh duekt am der Form dei AtiBdruokes- 



1st namkoh P>1, BO ist- 

t dagegen P< 1, BO wird: 

1 P 1 

also in beiden Fallen der fragliohe Aasdraok ponittv. 
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und hieraus durch die Erhebung in die w te Potenz, mit Bentitzung von 
UngL (2): 

Dabei kann man aber die oben gemachte Nebenbedingung* 

<1 



schliefihch wieder fallen lassen Dieselbe ist namlich allemal von selbst 
erfullt, wenn P>1 Ist dagegen P<1, so wird P 1, also auch 

-- p negafav, und daher, wenn ^ 1 eem sollte, die 

reckte Seite von Ungl (6), (7) negativ, allenfalls Nutt. 

In diesem Falle sagen also jene Ungleichungen etwas zwar tnviales, 
aber immerhin rwhtiges aus Man hat somit, wenn man noch in UngL (6) 

bzw (7) = c bzw = c setzt 
^ n n 

(la) P e > 1 + c ^ far jedes rationale c > , 

ohne jede wevt&re Einschrankung, ale dafi P jpositiv und von 1 verschieden 1 } 
anzunehmen ist (wahrend freilich die praktisohe Brauchbarkeit dieser 

Formel erst beginnt, wenn c ~ > 1, d. h. P > ~-J 

Aus (la) lassen sich zwei wrksamere Ungleichungen (d h. solche, 
die eine Iwh&re untere Schranke fur P liefern) herleiten, wenn man 
die beiden Falle c>l und c < 1 besonders behandelt 

Ist zunachst c>l ; also c 1>0, so hat man auf Grand von (la): 



und hieraus durch Multiplikation mit P 

(no P c >P-f(c 



1) Fflr P = I tritt an die Stelle dieser Ungleichung die Gleichung 



2) Diese Beziehung hefert in der Tat eine Vexsoharfang von Ungl. (la), d h. 
man hat stets 



also 



Dies leuchtet nnmittelbar eiu, wenn P > 1 lat nun aber P < 1, ao iat 
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2 Um eine entsprechende Beziehung fdr den Fall c < 1 zu gewinnen, 
substitmeren wir in der letzten Formel ftir c, sodaB also, wenn man 

C 

noch Q an Stelle von P schreibt, sich. ergibt: 

"=">! +TW-1) (falls: | >1, also: e<l). 



Serat man jetzt <2 = p-, wo offenbar P wiederum nur der Bedingung 
zu geniigen hat ; posvbtv nnd ^ 1 zu sein, so folgt: 



__ 

P c \P 

und, wenn man diese TJngleichung nach -^ aufldst: 



also, durch "Cbergang zu den reziproken Werten- 

p - 



(lo) p-> 



P _p-i) 



Es bestehen somit znr Abscliatzung yon P fl (fur jedee P > 0, exkl. 



tmd 
also 



1) Auoh bier 1st (wenn man die Wurkong dieaer Formel nut derjenigen von (la) 
vergleioben will): 



Dies folgt BUB Ungl. (6), uofern c 



Pl 



1. let dagegen 
P 



Pl 
P 



was nur dann eintreten kann, wenn P<1 ist, 10 wird c -p <J 1, also die 

rcftte Seite der obigen Ungleidmng negabv oder Nvtt, wahrend die Ivnkt itete 
bleibt. 
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Nr l 



P 1) die drei Beziehangen (la) (Ic), die wir der besseren tjTbersicht 
halber nochmals zusammeiistellen: 



(I) 



w 

(b) 

w 



p-1 
c ~p~ 

C .(P-1) 

1 



(01) 



1 e 



Urn auch eine oJere Schranke far P zu erhalten, bilden wir ana 

diesen Ungleichnngen duroh Substitution yon -= fur P zunaohsfc die 
folgenden: 

'() 



(8) 



l-e(P-l) (00) 



Die reohte Seite von UngL (a) ist posttiv, wenn P < 1 -f ; diejenige 
von UngL (b), wenn P < ^-j ; diejenige von UngL (c) in jedem Falle 

1) Die Beziehungen (8) liefern zngleich auch eine ttntere Schranke fflr P im 

(1 \ 
p-J P~ c , und wenn man sodann durchweg c 

an Stelle von c sohreibt und dafOr c < annimmt, BO flndet man: 



(a) 
(b) 

(c) 



P fl > 



1+c (P-i) 



(0<0) 



- <-K<0) 



Um auch hier eine obere Schranke zu erhalten, braucht man nur bei den Unglek 
ohungen (I) unter der Votaussetaung, dafl dutch geeignete Binsohrankung von P 
die rechten Beiten dorohweg postttv bleiben, xu den reaiproken Werten uberzugehen 
und achliefilioh wieder c dutch e EU eraetzen. Aladann ergibt rich- 

= !- + P^F= 



VI 

Cb) J "<' 

to\ 


1 


P 1 


P 
1 


1 
i 


-c (P-1) 

p 1 

J^ - . 



P C(P 1) 
P 1 



f1 / _^ 

1 c(P--l) ^ c <~~ : 
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(wegen c < 1, P > 0) Somit ergibt sich durch tTbergang zu den rezi- 
proken Werten: 

(a) 



(II) 



(c) 






.-C p- 



1+c (P-l) (0<c<l). 



3 Filr das folgende erweisen sich die Beziehungen (Ib) und (lie), also : 

(Ib) P>1+(P-1) (01), 

(lie) P<l-f-c(P-l) 



als vollkommen ansreicliend x ) Substitiuert man zanaoasfc in (Ib): P ^ 

(wo die Zahlen A, B keiner weiteren Bedmgung zu genflgen haben, als 
positiv nnd voneinander verschieden zu sein), so folgt zunichat: 



also, naoh Multiphkation mit B e : 

(9) ^-JB><! B - 1 ^-^) 

Um zuuachst eine analoge Beziehung ftir negative c < 1 zu erhalten, 
ersetzen wir A, B durch A~ l , J9" 1 nnd scKreibeu vorlaufig c' Btatt c, 
sodafi sion also ergibt: 



1st nun A< B, also -^ < 1, so ist die rechte Seite dieser Ungleiohung- 
wesentlich posikv und die Ungleiohnng bleibt also a fortiori bestehen, 
wenn man jene rechte Seite mit -g multipliziert; ist andererseits A>B, 
also die rechte Seite wesentlich negativ, so bringt deren Multiplikation 



1) loh bemerke deshalb auidrficklich, daft man, die m Nr. 2 lediglioh einer 
ge^iieen Vollatandigkeit ztiliebe gegebenen Entwiokltmgen beiaeite lauend, die 
Pormel (II o) anoh ganz munittelbar am (Ib) herleiten kann, ohne den Weg fiber (Eo) 

nnd (80) sa nehmen. Sohreibt man n&mlioh in (Ib) itatt o, o wird: 



c 
, wenn man lodann P fflr P mbititaiert: 



A!IO in der Tat: 



Ig4 Abeohnitt L Kap IT Potenzen und Logarithmen Nt. 8 

nut > 1 gleichfalls eine Verkleinerung hervor. Man erhalt auf diese 



Weise mjedem Falle. 



und wenn man schlieBlicli noch c r = c setzt: 
(9a) ^-B-XJ-JB-'C-A-JB) ( 

d h. die Beziehung (9) gilt unyerandert auch fur e< 1, also allgemein 
flir | c | > 1 

Zur Herstellung einer entsprechenden Beziehung ffir | c \ < 1 setzen 


wir in (lie) P = -r- und finden zunaohst- 

5-^ c <c.^- 1 (J5-J.) ; 
also durch Multiplikation mit 1. 
(10) ^-J? c >c- A'-*(A-&) (0<c<l). 

Ersetzen wu auch hier wieder A, S durch A" 1 , 5" 1 und schreiben c' 
fur c, so folgt 



Die reohte Seite dieser Ungleichung wird aber wiederum noch verkleinert, 
-= 



wenn man sie mit -=} (wo- T- <1, wenn A<B usw.) multipliziert, 



sodaB also: 

A-o'-B-^c' B-'-^B-A) 

und, vrenn man wieder noch c'= c setzt: 

(lOa) A-B>c B*-\A-B) (-Kc<0). 

Han bemerke, dafi diese Ungleichung mcht dieselbe Form hat ; wie 
die Ungl (10), aus welcher sie hervorgegangen, vielmehr genau mit (9), 
(9 a) libereinstimlnt. Da sie im libngen, wie man sioh leicht unmittelbar 
ftberzeugt, auch noch fttr c 1 richtig bleibt 1 ), so gilt 
Ungl (9), auBer fur c> 1, auch fur atte c < 

1) Sie nimmt fflr c 1 die Form an 

4- 1 S' 1 > -* (P -4), 
Nun ut f5r alle poaitiren, voneinander veraohiedenen J., J3: 

(J?-^L)>0, 
also 



dnrch DiTiaion nut AS* nofort die Eiohtigkeit der obigen Ungleiohung 
resnltiert 
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Um zu der unt&ren Sohranke, welche durch Ungl (9), (10) fur 
A 6 B geliefert wird, eme entsprechende obere zu gewinnen, braucht 
man daselbst nur A und B gegenseitig zu vertauschen. Alsdann ergibt 
sich, wenn man noch durch Multiplikation mit ( 1) das Zeiehen > in < 
uberfflhrt: 

(11) A-B<c A- l (A-B) (e<0undc>l), 

(12) A-B<c B e -\A-B) (0<e<l). 

Die Beziehungen (9) (12) lassen sich dann schbefilioh m folgender 
Art ubersicntlich zusammenfassen: 



nnd es sei nocbmals darauf aufmerksam gemacht, dafi dabei A, ledig- 
licli als posihv nnd vonemander verschieden vorausgesetzt werden, d h. 
eie gelten ebenso fttr A > B > 0, wie ftti B > A > *) 

4. Pttr den dbsohtten Betrag yon A B c j wo c eine beliebige, von 
Noll versohiedene rationale Zahl bedentet, ergibt sick aus (III) offenbar 
eine Relation von der Form: 
(18) |^-J3 C |< c\<M>\A-B\, 

wo M die grdfiere der beiden Zahlen A"~ l } B~~ l bedentet. Um dies durch 
eine passende Bezeichnungsweise zum unmittelbaren Ausdruok zu bringen, 
werde zunacnst c > 1, also c 1 > angenommen. 1st sodann G- die 
groBere der beiden Zahlen A und B, also: 

A^G, BG, 
so folgt (s. UngL (23) des vorigen Paragraphen): 

A-*G-*, B-*G-\ also: Jf- G^ " 1 
1st dagegen c < 1, also c 1 < Q } und hat man andererseits: 



BO folgt analog: 

A e - l <,g e ~ l , JB'-^p - 1 , also: Jfcf /- 1 . 

Hiernach. lafit sich also Ungl. (13) etwas auafuhrhcher folgender- 
mafien sohreiben: 

\c\>G*~ l - A-B\, wenn: 
(14) \A'-\<\ 
_ \\o\-sr-i.\A-B\, 

1) Ftii -4. J5, lorwie in dem gleichfalli auBgeaohloBaenen Falle c==0 tritt 
an die 8tell6 von Ungl. (01) die Idenfat&t. 0; ferner im Falle c 1 die 
Identitat. 
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Daraufl folgfc insbesondere, dafi | A B gleicheeriig mvt \A B\ 
Ididng Idem wird, sofern nur A, B innerhalb irgend welcher positiver 
Schranken bleiben, 

6. Setzt man in Ungl. (13) speziell B 1 (also A ^ 1), so er- 
gibt sich: 

(is) \A-\\<\C -M-IA-I , 

wo jetzt M die grbfiere der beiden Zahlen A ' 1 and 1 bezeichnet; d h 
man hat: 

jjf-l, wenn: (A<1, e> 1) oder: (A>L, 
( 'iJf-JL'- 1 wenn: A>1 c>l oder: 



Ersetzt man in Ungl (15) c durcli c cf und multipliziert die be- 
treffende Ungleichung noch mifc A ', BO ergibt sich zunSchst: 

l^-^|<| c -c'| M.A. \A-\\, 

wo M die grdftere der beiden Zahlen J.-'-i und 1 bedeutet Setzt man 

also noch: M> A* Jf', so wird: 

(17) \A'-A< / \<\c-c'\.M'. A-l\, 

wo jetzt Jf 7 die grofiere der beiden Zahlen A " 1 nnd J."' vorstellt. 1 ) 

Ana den Ungleichungen (15) und (17) erkennt man insbesondere, 
dafl A 1 1 brw. | A" A ' \ ffir jedes von 1 rerschiedene, innerhalb 
irgendwelcher postiwer Sohranken liegende A gleuheeitig mit \ c \ bzw 
| c c' | "beLidbig Idem werden. (In dem hierbei ansgenommenen Falle A 1 
hat man offenbar | A 1 1 | A A* f ttr jedes Miebige c, c'.) 

31. Potenzen mlt positiyer Basis nnd bellebigem 
reellen Exponenten. 

1. Es bedeute znnachst A [aj eine bdiebige positive, c eine rafoo- 
nale Zahl mit beliebigem Yorzeichen. Die Folge (a/) 1st dann sioher 
Convergent. Denn wegen der Eonrergenz der Folge [aj gegen einen 
positives Grenzwert bleiben fttr v ^ n die Zahlen a, ewischen ewei post- 
twen Schranken g, Q*), wahrend zugleich [a r+ a,| sohlieBlich Mubig 

1) Da bei Yertaaiohnng von c nnd c' die linke Seite yon Ungl. (17), deigleiohen 
ieohti die Faktoien | c c' | ond | A 1 1 tmge&ndert bleiben, ,po steht es auoh 
fiei, nnter Jtf' die grflfiere der beiden Zahlen A nnd J.C'- 1 cu Teratehen. 

8) Damit die Terme a flberhaupt beitimmte positive reelle Zahlen vontellen, 
nt an iich erforderUch, dafi o> > Dieie Bedmgnng ist, wegen lim o > 0, richer 

for ^ n erfflllt SoUte die Folge [a r ] eine (hieraaoh aUexml^BtcTw) Anzahl 
npo<iMr Terme enihalten, 10 hat man dieaelben bei der Bildung der Folge n ein- 
faoh 
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Idem wird; dann gilt aber das letztere nach UngL (14) des vorigen Para- 
graphen auoh fttr |<; + a r |. Man kann daher setzen: 

(1) lim a' - S, 



wo B eine bestimmte nioht negative Zahl vorstellt 1st dann etwa c ^ , 
BO folgt: 

(2) J3- - (lim o* )"- lim <^ (nach (19), S. 171; (22), S. 177) 

V-+-0 V->0 

- (lim a,) m (nach (8), S. 163) 



and daher: 

(3) JB-^ 
d. h. Mchliefilioh: 

(4) lim a/ - 



wo A' die 29, Nr. 6 (S. 176) eindeutig defimerte positive reelle Zahl 
vorstellt Man hatte daher anch umgekehrt A als lim a r < definieren konnen 
(vgl. die FuBnote am Ende von 29, S. 177). 1 " >fle 

1st [aj eine positive Folge mit dem Qrenzwerte 0, so wird fllr 
c > auoh: 
(6) lim a v - . 

Dies ist ohne weiteres klar, falls c> 1 (da zum mindesten for v^n 
a,<l, somit nach S. 177, Ungl. (24): o r <fl r ) und kann im FaUe 

< c < 1 leicht indirekt bewiesen werden Hatte man namlich: 
n 

m 

lima/-J5>0, 
so wurde sioh ergeben: 

(lim a,V - lim a, m S* > 0, 

wu unmCglioh ist, da gleichzeitig mit lim a, auoh lim a, m - 0. 

Ist a >0, lima, und c<0, BO hat man zunaohst nach GL (5): 

9 * 

Um a-' - 

und daher nach S. 165, Fuflnote 1: 

(6) lim a/ - + oo. 
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2 Sei jetzt wiederum A eine beliebige positive, auBerdem C = [c v ] 
eine beliebige reeUe ZahL Alsdann ist die Folge (Aj) allemal Icowoergent; 
denn \A*+9 A'\ wird nach 30, Ungl. (17) (S. 186) gleichzeitig mit 
\c v+ c v \, d. h wegen der Konvergenz der Folge [cj, fiir hinlanglich 
groJBe v beliebig Idem. Hiernach exisfaert also lim A* als eine bestimmte 
mcht negative Zahl. *"*"" 

1st zunachst die dnrch die rationale Folge [cj defimerte Zahl eine 
rationale } so hat man offenbar: 

(7) lim A e v A c , 

wo A eine wohldefimerte positive Zahl vorstellt (vgl 29, Nr 5, S 175 

und Nr 1 dieses Paragraphen). Denn fiir hinlanglich grofie v wild 

| G c v | und somit nach 30, TJngL (17) auch | A A 6 * \ lelteUg Uem. 

Ist jetzt [c r ] irrational, BO definieren wir A durch die Formel 

(8) A - hm 4 fl v J ) 

Alsdann steht auf Grand der eben gemachten Bemerkung zunachst fest, 
daB diese Definition auf Izeinen Wtderspruch fuhrt, falls an Stelle von C 
eine in der Gtestalt lim c v gegebene rationale Zahl tntt Im abrigen lafit 

sich aber auch zeigen, daB das auf diese Weise definierte Symbol A den 
namlichen Fnndamentalbeziehungen genQgt, wie A bei rationales c. 

Vor allem bemerke man, daB die Zahl A durch Gl. (8) vollkommen 
eindeutig definiert ist, daB sie also anch mcht von der besonderen Zahlen- 
folge [cj abhangt, welche zur Definition von verwendet wird. Ist nam- 
lich [c v '] irgendeine andere Zahlenf olge von der Beschaffenheit, daB C [c^ 
und bedeutet (c v /7 ) die zusammengesetzte Folge (c , C ', , c v1 e/, ), so 
Jconvergiert (c y '0 a ^ so auc -' 1 (^'*')> un< ^ man ^ "w^ederum nach 28, 
Nr. 3, I (S. 170): 

(9) lim A 9 ? lim Av lim J.r, 



3 WLT wollen nun zunachst zeigen, daB A c denjenigen Belationen 
genflgt, welche den in 29 mit (20) (24) bezeiohneten for A" ent- 
sprechen. Es ist: 



1) Hieraus folgt inabeBondere 
da j fQr jedes rationale c? 
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A B hm Av - hm 



- hm (A V .B ,) ( 28, S 171, Gl (20)) 

r->co 

- hm (AS?* ( 29, S. 176, Gl (20)), 

V+eo 

also schhefihoh mit Bentitzung der Definitionsgleichung (8)- 
(lOa) J0 B*-(ABy (genaukonformmitGL (20), 8,176) 

In gleicher Weise findet man* 



und speziell 

(lOo) -^ . 

Bedeutet aufier C anch C' = \cf\ eme beliebige reelle Zahl, so hat 
man auf Grand der Definitionsgleichung (8): 

A A ' hm Av hm Av = hm A a v +0 v 

r-*-eo r->-oo v->oo 

(naoh 28, S. 171, GL (20); 29,S 176, Gl (21)) 
und daher wegen + 0' = [c v + c v ']' 

(lla) A A ' - A c + c> (entsprechend S 176, Gl (21)) 

Gtanz analog ergibt sich: 

(lib) jjr>- A - a '> 

und speziell: 

(He) J&-A- ' 

Es sei jetzt A > 1, C [cj > 0. Dann kann man (anf unendlich 
viele Weisen) eine positive rationale Zahl c so wahlen, dafi 0> c > 0, 
also auch, zum mmdesten fiir v^n, c v > c > Alsdann hat man 
(naoh S. 177, UngL (24), (23 a)): 

und daher: 

A ^ A > 1 

Ersetzt man sodann A durch -j, nnd durch } wobei an die 
Stelle der Bedingungen A > 1 , > die f olgenden treten : A < 1 , C < , 
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so ergibt sich mit Benfitzung von (10 c), (lie) und durch Zusammen- 
faseung mit den eben gefundenen Relationen die folgende: 

(12) >>!. wenn: (/>'' C > 

v 10<J.<1, 0<Q 

(entsprechend S. 177, Ungl (23a)) 

Wird jetzt -g fiir A substituiert, BO folgt durch Mtdtiplikation mit 
B und Bentttzung von Gl (11 a): 



, wenn- 

' 

(entsprechend S 177, Ungl (23)) 

Und wenn man in (12) C durch C C' ersetzt und die ganze Unglei- 
chung unter Anwendung von (11 a) mit A ' multipliziert: 

(14) 
' 



, 
< J.<1, 0<C' 

(entsprechend S. 177, Ungl. (24)). 
Daraus folgt noch, dafi man aus: 

(15) 4 C -J5 bzw. A" -A* 
allemal schliefien darf: 

(16) A-B bzw C-<7 

Sind m f n zwei positive ganze Zahlen, so hat man: 

(17) (A)* m (lim J.v) " - lim 

r-*-B r->oo 

Andererseits: 

/ Oj,\* 

A - lim U V - 

--oo 

also: 



0\n 

4 j - 

r->oo 



HierauB durch Erhebung in die m* Potenz und Benfltzung yon Gl. (17): 



m 



und, wenn man noch ef setzt, sodafi also c' (positiv oder negatir) 

rationed: 

(18) 
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1st jetzt wiederum C' [c/], BO ergibt sich nach Defmitionsglei- 
chung (8) mit Benfitzung von (18): 

(A ) ' - lim (AW - hm Al , 

v->oo ?-> 

und hieraus wurde folgen: 

(19) (A) c> - ^ (entsprechend S 177, GL (22)), 
wenn noch gezeigt wird, dafi. 

Urn Co; 

(20) lim Ar - jt"*- 

r->oo 

4 Es handelt sich also lediglich noch nm den Naohweis des fol- 
genden Satzes: 

1st C lim O v) wo (C r ) eme Folge mit teliebigen reetten 

V->eo 

Gliedern bedentet, so hat man: 

(21) lim A c * - A (d. h. also: lim A> - A' -) 



(wobei jetzt die emzelnen Glieder der Folge (A *), ebenso wie 
A durch Gleichungen von der Form (8) defimert zu denken smd). 

Beweis. Es bedeute (#,) eine Folge positiver rationaler Brtiche mit 
dem Grenzwerte Null Alsdann wahle man zwei Folgen rationaler Zahlen 
c v , c v ', sodafi: 

(22) O v -8 v <c v <C v) O v <c v '<C, + d r 

Daraus folgt zunachst (wegen lim d r 0) : 

(7 lim c v lim c/, 

>->-oo y->oo 

und daher: 

(23) A - lim A'* - lim J.r . 

V-^eo r-Veo 

Andererseits folgt aus (22) mit Benutzung der Ungl. (14), daB 
A * bestandig eingesohlossen ist in die Gfrenzen Av und JV. Mithin 
ergibt sioh mit Berttcksichtigung von (23) naoh 28, GL (25) (8 172): 

lim A* - A, q. e. d. 

r-t-oo 

Damit ist also inabesondere die Riohtigkeit von GL (20), und folg- 
lioh auch diejemge von GL (19) vollstandig bewiesen. 

Als spezieller Fall des eben bewiesenen Satzes ergibt- sich noch: 

1st (A y ) eine beliebige reelle Folge mit dem Grenzwerte 
Ntdl, so hat man: 

(24) limJ. A "-^.-l, 

VBCOO 

d h. es wird | A* v 1 ! ffleichzeitig mit A, beliebig klein. 
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5. Es erschemt wfinschenswert, auch die Abschatzungsformeln dee 
vorigen Paragraphen auf den Fall emes beliebigen redlen Exponenten 
auszudehnen. Dabei kommt es offenbar im wesenthchen nur darauf an, 
die dort mit (la) bezeichnete Grundforjnel: 



auf P zu ubertragen: denn alle weiteren a a 0. hergeleiteten Beziehungen 
geben aus der eben genannten ledighch durch Anwendung von Opera- 
tionen hervor, welche nach Nr 3 dieses Paragraphen fttr "beketoge redle 
Exponenten m ganz gleicher Weise ausfuhrbar sind, wie fflr rationale 

Sei nun C [c v ] > 0, also (zum mmdesten fttr v ^ ) auch c r > 
und daher. 



woraus zun&chst fur P =- lim Pv folgen wiirde : 

V->00 



Es lafit sich aber leicht zeigen, dafi das Gleichheitseeichen (abgesehen von 
dem ein fflr allemal ansgeschiedenen Falle P 1) in Wahrheit ausge- 
scfdossen erscheint Dies ist ohne weiteres klar ; wenn die rechte Seite 
negativ ausf alien sollte 1st sie aber positiv, BO gilt offenbar das gleiche 

Q p j 

von dem Ausdrucke 1 + -x- 5 Man hatte sodann : 

I Jr 

- O Pl 

J? a ^l + y- p- i >0, 
und hieraus durch Quadraterhebung: 



also echlieBlich: 
(la) 

Daraus ergibt sich dann auf Grand der oben gemachten Bemerkung 
ohne weiteres auch die Gflltigkeit der tibngen Absohatzungsformeln des 
vorigen Paragraphs, wenn man dann c durch ersetzt. 1 ) Man hat also 
uisbesondere (nach Analogic von (Ib), (lie) und (III)): 

(ib) i 

(ii) i 

lim O.B-i(A-ll <] '" -"Kl- -*" m f(0<OimdO>l) 

V / \ 
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(5 BonQUt niHti winkr di< lutotn Formel zur Abaclmtzung von 
A 1 ' S 1 j, iTkwint niun unmittfllbai , dafl | X*-' ~ /? ff | giacligntig mvt 
A H\ Mit'bi;i A/tin wmi, aufcrn X und II iimwhaib 'irgendwelcher 
wsifirrr Hrhnuikon hi'ipn. 

Hiitran knttpfcit wr nnch die fulgendo prmzipiell wichtige Bo- 
norkunK 

lilt A hiu .-I,, nt> iTgiht Htch mm detn eben gesaKten, dafi |X (; -4,. <7 | 

(Imcltiri'itiK mit vl .t, . huliebig klem wird, und man hut dalier- 
iffi) A' Im .1; (ftiidun fpRchnatu'ii: (Hm -4/ 1 - lim (A*>). 



It turner f ' hin f',, HU hat man aach 01 (21): 

.1* hm A*t iUw>: X* *" lim (X''i)). 
it itutt ntw umh nuch die fol^t-nde Bectehung: 
27) X' hmX/t (*!: 'hm X,)** 1 " hm (X V 'V)). 

* * * > f VW 

hat itutiihrh mtt f^'ttllUiuij( vtui (11. (20): 
X 1 - hm AJ* hm X'* Hm X/r lim (A*'* - X/V) 0, 



*( 



^ i!Ih X 1 '* X t '| glaiabwitig mit |X X v | bdiebig klein 
rird, woniuN tl*nn die Ktebttgkeit von 01. (iJ7) unraittelbar hervorgeht, 
\VihIt man ipine!l X tl C' v ratiotial, etwa X p *a v , 6 T V c y (also 
isrli dr Uichttngfiu HwMsiohnagiwelse: X |aj, ^^L^]), so folgt 
,u (27), ilnfl: 
2H| X*'-hoifl/', 

lodafi man almt X ( nUtt, wie gwbbn (a, 01. (8)), durob die Folge (X 4 f) 
uch tluroh di jtrmxipioll etWM ata/adta* (nttmlioh nur rationale Po- 
Baxon rfl/KmoW SUbien tathaitende) Folgd (a/f) bfttte dffinieren kSnnen. 
Cb*no b&tu ran von dtr Potn* a' mit ra&makr Basil and rationalm 



>0 nod von t vtnobttilwa), atbmtn die betreffenden Unglelobungen lne 
lr maoeb* Zwoekn twqoemwt Fora an, B.I 
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Exponenten ausgehend, zunachst a als lim a und sodann A als lim a v 

>->-oo y-> 

(cf. GL (25) fflr A v ~a v ) defimeren kSnnen. 

Wesentlich und wertvoll 1st nun die auf Grand der Gleichungen (25) 
bis (27) gewonnene Erkenntnis, dafi jede dieser rein logisoh offenbar 
gleicKbereckhgten Definitionen stets ein und cheselbe (nut A zu bezeich- 
nende) reette Zdhl erzeugt, and dafi daher die Willkur, welche tatsSchlich 
in der Bevorzugnng irgendeiner "bestwimten dieser an sich gleich mogtichen 
Definitionen liegt, auf das Endresuliat kemerlei EmfluB ttbt 

32 Logarlthmen. 

1 Da die Operation des Poteneierens fame kommutatwe ist, so ge- 
stattet sie neben der in 21 defimerten Operation des Radisnerens noch 
eine aweite, dayou wesentlich verschiedene UmJcehrung. Denkt man sich 
die fertige Potenz als reelle Zahl vorgelegt, so kann man, statt, wie bei 
der Radjzierung, nach der Basis zu fragen, welche bei gegebenem Expo- 
nenten diese Fotenz hervorbnngt ; auch darauf ausgehen, den JExponenten 
zu bestimmen, welcher bei gegebener Basis die fraghche Potenz hefert 
Mit anderen Worten, es handelt sich um die Auflosung der Gleichung: 

(1) B-A, 

wo A, B gegebene Zahlen bedeuten, die wir gleich als beliebig redl, jedoch 
als wesenthch jpositiv yoraussetzen (letzteres, well B* bei 'beliebigem x zu- 
nachst nur fttr B > defiuiert ist und sodann A gleiohfalls > aus- 
fallt). Dabei ist nur noch die Annahme B 1 em fflr allemal auszu- 
schliefien, weil in diesem Falle fQr jedes x stets B x ~-l resultieren wurde 
Sei nun zunachst J5> 1. Alsdann gibt es ; da B n nut wachsendem n 
soblieBhch beliebig grofi, B~ n beliebig klein wird, in der Beihe der Po- 
tenzen JB, B l , J5*, stets erne und nwr eine, etwa B** (wo also 

a eine bestunmte Zahl aus der Beihe 0, 1, 2, -) ; derarfc, dafi: 

entweder- B^ A, oder: B** < A < B<> +1 . 

Im letzteren Falle nehme man erne positive gauze Zahl & ^ 2 an und 
bilde die Zahlenreihe 

a o fy + yj a o + y, ' > o + ^ 1 -' 

In dieser letzteren mufi dann erne besfammte Zahl a + Q- (wo also: 
^ ^ i ^ 2> 1) existieren, sodafi wiederum 

- .* . <h. 

entweder: B* b -A, oder: B ~*< A < B" 



Mr 1. I M. Logttithmeu. 

SohheBt man m tidier WCIM weitr fort und aetzt zur Abkilrzung: 



alao etna taitimrata jwsittt oder negative gante Zohl, eventuell 
guoh Null tr*t*llt und die a A (*- 1, 2, , v) Zahlen aua der Reihe 
0, 1, ,(&--!) bit?uUjn), BO gelangt man B!BO <wfider naoh einer end- 
liehm Anxtbl dar *g*d*ut*tM Oporationen zu einer Gleichung von der 
Form: 
(B) //"--A, 

offer m*B hut in tift&rjTtrtuf forUetxb&rer Folge: 

(4) fi"-<ji<Jf" p *. 

1m traten Ftlle hut mm ohne 



Itn jnutfiAm findet man tunichut ouch Gl. (H) (rtickwarta gelesen) des 
Parttgrtphen (8. 188): 



U. '- fl 1 " 1 li *"*- 



und toffiit wegen lfagl.(4) rait Benfltznng von 2y, Gl.(26) (8, 172) auch 
^-Ji w d, h. ar-ff. 



*xiitirt mi*o illamii, xunlohit fttr JE?> 1, 

f welch <J*r Qlwohung B" J. (wo A>0) GenQge leistet, und 
awar gibt M offtab*r auoh actr SMM JtMr^e. Dean ana: J9* 1 J9" folgt 
lUU tnoh: *' *(. QL (16), (18) dw T origin Paragraphen). 

Im Fflil jB < 1 bcih&mft man nach der *ben auieinandergeietzten 
Mathodt tin* ZabI f wtloht dr GUiohuog genUgt: 



Aladann wtrd ab*r: 

(7) S-'-Jl, d, h. a?--tf, 

2. Man naact di ladlig bMtimmta relle Zahl ic, welohe der 

Qlobung: 

* B*-A 

dw (iWltc) JbfflrtftfftM YOU ^4 ftr die Bcwfe 5, in Zeiohen: 
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Die Definition des LoganOmus von A fur die Basts B ist also vollstan- 
dig enthalten in der GHeichung: 

5 
(9) B lo *=*A 

Wegen: 

JB-1, J? 1 -^ 

hat man fur ^ede positive Basis B ^ 1 



(10) logl=0, logJ5-l. 

Urn die Beziehung der Loganthmen von A fur zwei verschiedene 
Basen 5, JBj festzustellen, hat man mit Benutzung von Gl (9)- 



also schliefilich 



und hieraus durch Vergleichung mit (9)- 

B BI B 

log J, -log -4 -log -4, 
d h: 

(11) logJL- 

log A 

wo Jf =- ^ als der Jfo^Zws des Loganfhmensystems mit der Basis JBj 

log if, 

in bezug auf dasjemge mit der Basis 3 bezeichnet wird Die GUei- 
chung (11) hesagt also, dafi ans den Loganthmen irgendeines bestimmten 
Systems (B) diejenigen fur em heliebiges anderes System (B x ) durch 
blofie Multiplikation mit dem lediglich von J5, B i} nicht aber von A ab- 
hfingigen Faktor M gewonnen werden konnen. 

Setzt man in (H. (11) speziell A = B, so folgt mit BerQcksichtigung 
von (10): 

_B 71 7? 

(12) .M-log.B~--^ , also: log B l log B - 1 . 



Smd A lr AI zwei beliebige positive Zahlen, und setzt man: 
also: 
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80 folgt 

4-4,- J5 l+/ ', 4., jjv-i^ 
und daher: a 

(13) log(^ J.) . log A, + log 4,, log 4 - log 4 - log At, 
und aus der zweiten dieser GHeichungen, far A 1 und ^ 9 J. : 

(14) log -i--- log A 

1st feiner C eine behebige teelle Zahl, so hat man: 



und daher: 

(15) l* S A-C log A. 

1st: 



(16) AX > AL t anders geschrieben 

so hat man nach UngL (14) des yorigen Paragraphen (S 190): 

B a 

,jm lo g At > log AL , wenn: B>1 

log At < log A l , wenn: B < 1 

1st insbesondere J?> 1, so folgt hieraus, wenn man einmal A^=> 1, 
4i A, das andere Mai A% **=>!, A t -=> A setzt und berftcksichtigt, dafl 

log 1 - (Gl. (10)): 

( B 

log A > 0, wenn J. > 1 , 

B 
log A < , wenn A < 1 . 

[Jmgekehrt im Falle S < 1 

Fur die Zweoke der praktischen Rechnung wird bekanntlioh -B = 10 
mgenommen. Die Logarithmen ftlr die Basis 10 werden sodann als ge- 
neine oder Briggsohe Logarithmen bezeiohnet und zumeist schlechthin 
lurch das Zeichen log (ohne ausdrtlckliche Hinzuftlgiing der Basis) oharak- 
^risiert Fur attgemeine andytische Untersuchungen ersohemt es dagegen 
rorteilhaft, sioh der sogenannten nafarkchen oder Neperschen Loganth- 
nen zu bedienen, deren Basis eine gewisse, im folgenden Paragraphen 
;u definierende Irrationaltahl e ist ; weil infolge der besonderen Eigen- 
chaften der Zahl e alle auf Logarithmen bezugliche analytischen Ent- 
vioklungen eine etwas einfachere Form annehmen, als fur jede andere 
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33. Die Zahl e. Formeln znr Abschatzung ron e a . 

1. Die soeben erwahnte Zahl e soil definiert werden durch die 
Formel: 
[1) e-lime,,, wo: ,-(! + IV ( v -0, 1, 2, .) 

x ^' 



dm vor allem zu zeigen, dafi diese Definition emen Sinn "hat, d. h. daB 
die Eolge (e,) konvergiert, gehen wir aua yon der fflr jedes positive, von 1 
versohiedene P gllltigen Ungleiohung: 



welclie ana der Ungl (2) des 30 (S. 179) liervoTgelit, wenn man da- 

selbst n v + 1 setzt. Durch Substitution von P y nnd Multipli- 
kation mit g" +1 ergibt sioh daraus: 

(2) jp f+1 >^|(v + l)p-fg}, 

wo jetzt jp, q lediglich der Bedmgung zu genttgen haben, positiv und von- 
einander verschieden zu sein. 

Bedeutet ferner a eine beliebige positiye oder negative Zahl, so 
werde gesetzt: 



wobei im Palle a < allemal v > I a \ sein soil, sodaB also p und 
etets positiv ausf alien. Wegen: 



folgt alsdann aus Ungl. (2): 



nnd daher speziell fur a 1 : 
(4) (l + _k)' + '>(l + !.), 4S. 
BbetiBO fur a - 1 : 



_ 

hieraus duroh t^bergatog zu deu rezipyoken "V^erten 
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oder auch, wenn man v durch v + 1 ersetzt: 



Ftihrt man noch die Bezeichnung ein: 
(6) 



BO folgt aus (5) 

(7) JB^i<JS, (v-1,2,8,..-) 

Die e r bilden also eine monoton tfwthmende, die J5 V eine wonoton 
cibnehmende Folge, und man hat: 

(8) 2 = 6 1 <^<jE; r <js; 1 -4 

Daraus ergibt sich, daB jede der beiden nach 22, Nr 6 (3. 130) Avn- 
ver^ewtew Zahlenfolgen [e r ], [2JJ einen endlichen Grenawert und zwar, vie 

die Beziehung (6) lehrfc, wegen: lim i? r = lim (l H ) lim e r , den a- 

r--oe v-^-oo ^ */ v->oo 

Grenzwert besitzt Man kann also setzen: 



(9) 

wo jetzt e eine bestimmte positive Zahl (namlioh die Zahl [ej) bedeutet ; 
welohe im iibrigen offenbar den Bedingungen. genugt- 

(10) ,<<, (d.h 

Da aber: 

(11) j 



so lehrt Ungl. (10), wie die Zahl e zwischen unendlich viele rationale 
Zahlenpaare yon beliebig klein yorzusohreibender Differenz emgeschlossen 
werden oder, wie man zu sagen pflegt, Its auf einen vorgeschriebenen Grad 
von GenauigJceit ntihenrngstveise berechnet werden kann Eine merklich 
schneller zu diesem Ziele fahrende Methode, welohe tiberdies anoh er- 
kennen lafit, dafi e eine Irrahon<dgdtt ist ; wird in Nr. 4 dieses Para- 
graphen angegeben werden. 

2 Es soli jetzt gezeigt werden, dafi auch dann die Zahl e als Grenz- 
wert ereoheint, wenn an die Stelle der natftrliohen Zahlenreihe (v) eine 
gams Midnge ZaMenfolge (a> r ) tntt, sofern d%ese wwr der Sedmgung ge- 
wugt- lim | ro y | + oo 

r->oo 

Es sei zunaohBt (aj (v-1, 2, 3, ) eine Folge beliebiger positiver 
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Zahlen 1 ) mit dem Grenzwert lim a v = -f- o Man kann dann jeder dieser 

*> 

Zahlen a v eine bestimmte naturliche Zahl m v so zuordnen, daB: 

m r <La v <m v +l, 
also- 

I + ^I + >I+S^T 

und daher, wegen: 

w y + 1 > a v ^ 
a fort/tori: 

" 



anders geschrieben: 



Da aber: 

lim <?, - lim e m +1 - e (s. 23 ; S. 137, Gl. (2)) 

i->eo r t>->M y 

und: 

lim (l + ) - hm (l + -Vr)" 1 - 1, 

v + \ j y->eo\ ,+ !/ ' 

so folgt schlieBlich (nach 28, Gl (25), S. 172): 
(12) lim (l + )*-. a. 

r->e x **i> / 

Ferner hat man: 



und da der letzte Faktor fur v oo wiedernm den Grenzwert 1 , der 
erste nach Gl. (12) den Grenzwert e besitzt, wiederum: 



Bedeutet jetzt (ro r ) erne Zahlenfolge, von weloher nur Torauagesetzt 
vurd, dafi lim | <o r | + oo (wahrend unter den Zahlen co v Belbst unend- 



1) In den yonngehenden Paragzaphen warden Idubige rt^tit Zahlen zunt 
Untersohiede von den auadrfioklioh all rational voratugeietzten duroh grofle, diese 
letzteren dagegen dtuoh kleinc lateinuohe Buchataben bezeiohnet. Naohdem jetzt 
aber die vollkommene tJbereinitunmtmg der Reohnnngnegeln (und zwar nicht nur 
bezflglitih der vier Spent*, aondern anoh fdr Poteneen ntt tehtfoigem reefon Escpo- 
nenten) feitgeatellt ist, lasien wir von jetct ab den obigen TTntemchied in der Be- 
zeiohnungflweiBe fallen, d h. jeder Buchitabe kann generell jede belulnge reelle 
ZtM vontellen, aolange nioht anadrflcklich irgendwelohe einaohr&nkende Feat- 
Betanngen getroffen werden. 
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hch viele positive, wie negative sem dttrfen), so folgt zunachst aus 
GL (12) und (13), dafi: 



und daher, wenn etwa erne aus den Zahlen i ro r | und | ra v 
gesetgte Folge mit (o/) bezeichnet wird, auch: 

(14) Inn (! + -*)" - (nach 28, Nr 3, S. 170, 1) 

>--oo ^ '"V 

Da aber die aus alien mflglichen | <o v \ zusammengesetzte Folge (ro,,') 
offenbar die Folge (o> v ) als Teilfolge enthalt und die analoge Beziehung 

auch ftir die Folgen [~(l + -Vf v ~| und [Yl + ^'l gilt, so ergibt sich 

L\ flty/ J L\ Of/ J 

(ebenfalls nach S 170, I), daB auch- 

(15) Hm 

womit die Richtigkeit des zu Anfang dieser Nummer angekttndigten Re- 
sultates erwiesen ist. 

Setzt man d vt so hat man offenbar lim <J V = 0, und umgekehrt 

folgt aus dieser letzteren Beziehung mit dem Zusatze, dafi die S r fttr jeden 
emzelnen Index v als von NuU verschied&i angenommen werden, dafl 

lim j, + oo. Man kann daher GL (15) auch durch die folgende 
ersetzen: 

(16) lim (1 + tf v ) <f e, wenn: ' rl ^ ; ' ' 
v->oo lim d v = 

Wir wollen hierflir gelegentlioh auch die Icurgere Sdireibweise bentttzen: 

(17) 



deren wahrer Inhalt in der Zusammenfassung aller moglichen Beziehungen 
von der Form (16) besteht *) 



1) Die in gleichem Sione angewendete Utere Sohreibweiw lim (1 -f- J)* 

i*a 

8 160, Fufin 1) lit eigentliob. wenig passend und namentUoh fdx den Anf&nger ver- 
winend, da ja gerade unter den Werten, welche man 9 (abgeWSizt fflr *,) bei- 
zulegen hat, der Wert * deftmtiv cnwewcKlteflen ist EB mflflte alio zum min- 

desten heiBen- lim(l + *) 7 , wofflr wit eben ktlrzer achreiben. lim (1 + fl) rf , in 

llmJ-O J -*- 

nr~^~ T ;.. fn* A ***** v M Q raufOhrlioher wenn 9 gegen Null tonvergtcrf). 
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3. Setzt man, was offenbar den iiber m v gemachten Voraussetzungen 
entspricht, in Gl. (15) o> r , wo v wiederum eine naturliche, a erne 
gang "bdielige reeRe Zahl bedeutet, so wird: 



und daher: 

f T 

_ v /i i \ a 

- lim(l+ j 

I +f ,W M) \ f I \ 

( J 

Nun ist aber nach 31, Gl. (25), S. 193 allgemein: 



sodaB sioh (mit Beniitzung von 01. (19), S. 176) ergibt: 
(18) fl- 



Es lafit sicn somit jede Potenz von e mit #an# beliebigem reelkn Ex- 
pouenten daretellen bzw berechnen als Qrensw&rt emer Folge von Po- 
tenzen mit gang en positives Erponenten. 

Dieses Resultat kann znnacbst dazu dienen, um zwei fflr sptltere 
Anwendnngen nUtzliohe Ungleichungen zur Abschatzung von e* herzu- 

leiten. Da nach Ungl. (3) dieses Paragraphen die Zablen (l -{- Ymit v 
monoton zunenmen ; so hat man fttr jedes endliche v : 



(wobei im Falle <0 lediglich v> j zu nehmen ist). Man hat daher, 
Tvenn man speziell v -= 1 setzt' 

ef> 1 + ftir > und 1< a < 0. 

Oder auch, wenn man bertlcksichtigt, dafl diese Ungleichung 1 fttr 
in eine Gleichung libergeht, etwas ktlrzer- 

(19) e^l+tf fth c>-l, 

mit dem Zusatze, dafi das Gleicftheitezeioh&n nur im Falle a gilt. 
Schreibt man hier a statt a, so gilt: 

e~ a ^l-a ftir ->-l ; also ftir <1 

(d. h ausftthrlioher gesagt, ftir alle positive* zwisohen und 1 und 
alle moglichen neaafoven a crilt Hun 7mV. 
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nur far a 0). Hieraus folgt, da 1 a > 0, durch tfbergang zu den 
reziproken Werten, in entsprechendem Umfange: 

(20) *l=Z fttr c<1 

Da den Beziehungen (19) ; (20) das Gebiet !<<+! ffe)neinsam 
ist, so folgt insbesondere, dafi gleicheettig 



(21) 



wenn I a I < 1 



Setzt man nooh m UngL (19): 

1 + a a, sodafi also: a > fftr a > 1 ; vice versa, 
in UngL (20)- 

j-^ a, sodaB also: a > for a < 1 , vice versa, 

und berflcksichtigt auBerdem, dafi in beiden Fallen dem Werte a 
der Wert a = 1 entspncht, so gehen jene Ungleiohnngen (19), (20) in 
die folgenden tiber: 

(e^-^a ] 
i_ fttr a>0, 

e ^a J 

wobei das Gleichheitszeichen ausschhefilich im Falle a 1 za gelten hat. 

4. Es soil jetzt noch, wie am Schlusse yon Nr. 1 angekundigt wnrde, 
eine andere ? zur nnmenschen Berechnung wesenthoh geeignetere Dar- 
stellungsform der Zahl e abgeleitet werden. 

Mit Hilfe des bmomischen Satzes findet man: 



und daher oaot 28, UngL 22, S. 172, fflr oo : 
(24) f ^i 



1) Da l + TT + 7T+ ><< -i r gleiohzeitig nit monoton zunlmmt, 10 
lim /'l -I- -^- i 4- -I \ MMM mtn<{artn m wtftturon Smtw ( 86, 
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Andererseits folgt aus Gl. (23) fUr jedes n<v: 

M'>l + Ti + Ti(l-> + =i(H)(l-')" (' 
und daher fflr v > oo : 

^1,1,1, i * '} 

e>1 +l-I+2i+ ' + , ^ 

Lafit man jetzt n ins Unendliche wachsen, so ergibt sich* 
(25) 



Durch- Vergleichung mit Formal (24) ergibt sich dann als die oben in 
Anssicht gestellte neue Darstellnngsform der Zanl e: 

(26) . 
Setzt man: 

(27) l+Ii + If + - ' + iJi- 
mid schreibt in Gl (26) n + statfc v, so wird: 



andererseits: 

und daher: 

(28) (Xa-s.. 

Man hat aber: 

1 . * I. i ^ i A - i , / i \>, , / i M-- 1 ' 

(n+l) I ~ (n+2) ! ~ ~ (w+?) I (+l) I \ 'n+2 """ \n-f 2/ 
(29) 



sodafi Ungl (28) in die folgende (ibergeht: 

^ ' e ~ 8 * (w~+T)i " ~" "~i~ "^ (n + 1) i ~" 





Nr. 8, 8 165) Dafi dieaer Qrenzwert in Wahrheit endlich ausfallt, folgt dann 
aus GL (25), kann aber anoh unmifctelbar mit Hilfe der folgenden Beziehung er- 
kannt werden 



1) Man bemerke, dafi bei diesem Qrenzflbergange dan tfletcftfottozeiohen von 
vornherein anigeBohloBsen ersoheint, da es ja allemal freisteht, jedes befltinunte n 

durch mn nnnVi rrrtfiTB n Aracrhren 
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Setzt man also: 



so folgt aus (30), dafi: 



und man erkennt, dafi der Fehler, welchen man begeht, wenn man e 
durch die zu kleine Zahl s n ersetzt, mit wachsendem n aufierordenthch 
schnell abmmmt. Man findet z. B schon fttr n 10: 

A ^ * 1 

A 10 < 



*0 ^ 10 1 10 86288000' 

sodafi also s 10 mit der Zahl e in den ersten 7 Dezimalstellen sicher Toll- , 
kominen ttbereinstimmt. Man findet anf diese Weise 

(33) 6-2,7182818...- 

Im flbrigen lafit die 0-1. (31) in Verbindung mit der Ungl (32) und der 
folgenden: 



(welch letztere aich nnmittelbar darans ergibt, dafi 

e>Sn + l- 5 ii+( w + 

erkennen, dafi e irrational sein mufi. 



Wftre namlioh 6 rationed, etwa gleioh dem reduzierten Bruehe , 



, etwa geo em reuzeren ruee 
so hatte man naoh Gl. (31): 

~-l + TI + ^ + "- + 
wo nach GU. (32), (34): 

.L_ -^- 

n\n 



Multipliziert man die obige Gtteiohung und dieae Ungleichung nut nl, so 
weiter folgen: 



ind andererseits: 

^I< 

J. h. !A. irlro eine game Zahl, welolw zwiaehm ^ md - Kegt, 
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34. Die natftrlichen Logflrithmen. Abschatznngsfonneln 
ftir Ig a. Die Eulersche Konstante y. 

1. Der naMrliche Logarithms einer behebigen positiven Zabl a, 
d. h. der Logarithmus yon a fur die Basis e, soil 

statt mit: log a 

stets kttrzer mit: Ig a l ) 

bezeichnet werden. Unter Logarithms schlecMUn sollen von jetzt ab 
stets natiirliche Logaritlimen verstanden werden. 

Zwischen dem Briggschen und dem naturlichen Logarithmus einer 
Zahl a besteht nach 32, GL (11) (S. 196) die Beziehung: 



(1) 

~o 

wo M - ~ - log e (s. 32, Gl. (12), S. 196) schlechthin als der 3fo- 
dtdus der BriggscheD Logarithmen bezeichnet wird. (Beil&ufig bemerkt 
ergibt sick: M 0,43429 - .) 

Die Relationen (22) des vorigen Paragraphen kSnnen unmittelbar 
dazu dienen, um Ig a in gewisse Grenzen einzuschliefien. Ersetzt man 
nftmlich auf der rechten Seite der Ungleichnngen (22) a duroh e I(fa , so 
folgt mit Benatzung von 31, Ungl (14), S. 190, unmittelbar, daB 

(2) Iga >!_! 

{ ^ A a' 

wobei das Gleicfthettszeichen wiederum lediglioh fftr a 1 gilt, Oder 
auoh, wenn man a 1 + setzt: 

1 a \ 
a ftir: >-!, 
^MT5 ] 

wo jetzt das Gleiohheitszeiohen sioh auf den einzigen Fall bezieht. 

2. Da e > 1, so folgt aus 32, Ungl. (17) (S. 197), daB Ig a, 
litig mit a, monoton tunimmt. Dabei wird offenbar: 



(4) lim Ig a. + oo, wenn: lim a v + oo. 
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Denn, aolange Ig a v < g, bleibt auch a v -= e lgffl " < e t d. h. unter emer 
endliohen positiven Zahl. 

Urn das TJnendlickw'erden von Ig n fttr n > oo noch in genanerer 
Weise zu charakterisieren, stellen wir die folgende Betrachtong an. 

Ana (3) ergibt sich fttr a : 



also: 

_i<_ig(i +)<___ 

und: 
(6) 



Subatituiert man hier der Eeibe naoh v 1,2, ,, BO ergibt Bicn 
durch Addition der resnltierenden Ungleiohungen: 



(6) 

wenn man setzt: 

CO T + T 

und beachtet, dafi: 



Die UngL (6) lehrt dann zunachst, dafi s n -lg(n+ 1) steta postfiv 
bleibt und auoh bei unbegrenzt waohaendem n nvmals die 1 ubersieigen 
Jcann. Da andererieits: 

(8) V- 

wo jeder Summand naoh UngL (6) weseMk posttw isfc, so folgt, dafi 
5)i _ lg( w + 1) mit n monoton mmimmt und eomit fur lim - oo einen 
bestimmten Grenewert besltzen mufi, etwa: 

(9) 

Dabei bedeut^t, %lw> P, 4**^ 5^W9^ po$ty* ZL < *# 
Cauoa ,falBcp4i ala die MasoJieroiilBohe) 

N , i " _ * * * t *_ v ^ --jkh v j . r i_ <3. - 1 * 1 - nTT j*^ ii'ai nm 
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y naherungsweise zu bereohnen, vorausgesetzt, dafi man lg(n + 1) schon 
berechnet hat. Setzt man namlioh fftr jedes bestimmte n: 



K n 



(10) ..- 

so folgt aus UngL (5) durch Substitution von v = (+ 1), (n+2), , (n-|-0) 
nnd Addition der betreffenden Ungleichungen: 



w _|.i w _j_ ? _|_i> 

und daher fur p > oo : 

(12) <r -y n -^- f d . h y B <y^y B + 

wobei ^rjj- dutch Wahl von n fcHtebig Jdein, also die Anntiherung von y n 

an y wenigstena fheoretisch Idiebig grofi gemaoht warden kann. 
PraJcttsch brattchbarere Methoden zur Bereohnung von y liefert die Funk- 
tionenlehre. 1 ) (Man findet: y 0,577215 ) 
Da: 



und: 



so kann man der Gil (9) nach Bedarf auch die folgende Form geben: 
(13) 



1) YgL Bd. H dieser Yorleaungen. Dies gilt auoh beztlglioh der im Text 
ale liereits "(Bfledigt angenommenen Berechnung von Ig (n + 1) b?w. allge- 
meiner von Ig a. 
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Kspitel V. 

Erweiternagen des flreiuswerftegriffes, 
Kill- and Ilnendlichkeitstypen. 

3ft Otai* and untere frm etner beliebigen Zahlenfolge. 
(Baftfoft and Idaalw Maximum bzw, Minimum.) 

1. Wir tatrtthieu jetrt Folgeu beliebiger reeller Zablen, welohe zu- 
nltohit Iwiighob dr Btdingung unfcerworfen tind, dafi ihre absoluten 
Batrftg cndltd* Mmftm, d. h, dnrchwag un^rAo2& eintr lestimmten ZaU 



Zt&lmfvlge (a,} mii tndlich Ikibciidm Gliedem kommt 
ntte PCT**T ofrfrff Qrento mt; d.hes gibt ewe tmd nur 
rtiM betkmmlt ZaM Q t dmrt daft ftlr keinen Wert von v die * 
xidtwy a v >O btitokt; daft <&&gm tntwod&r mind&tens sin 
battimmht Gttett & m G wrhanden id, odtr, wenn dies niekt for 
Fall Mm totU t jpdmfafts vMbegrmtt vide Qlieder a m ^ welche & 
beliebig nakt komme**), aodaft also; Ga mk <e (wenn e ewe 
p&ntive ZcM tmt btUAig vornHAroibenfar Klemheit bedeutet). 

1m trtterm Fattt toll dan* 0- das reals, im tweiten das 
ideale Maximum der Zatenfotye (a,) heiflm.*) 



1) Mwo pligi wtelM *hlMfolgw aw>h dam Torguge frttnrtiiioher Mftthe- 
ur tt*urdiag hteflf Mob alt buoMhto H raltM borndw) zu beiciohneo, 
t) 8ilb*fwrttillBh luuu ineh im Mle *- di Fol (a ) ttbwdiei w- 
bftwi TMt OU^r MtiuilH* <tit Q beiitbig nh kommn. 

ft) Biltpl.lt. (t) , j r^;^. wo tiM b*Uebige nftfcflrllohe Zahl 



KM tel wOabrti , p~~i dium nha& die Qlioder beatftndig u 
AUafb)fM^ftGU^teiittdMhliBrt^nttdmOTmwert^^ 

vit Moh dto fotaMlM, dnnhw^r }) Dl Folg* beilttt tlio du mb 

dftron Yenohiedwx. 



(f) r - (- !)' - (Jj ^ \}\ HM brt. a, - 1, a, - Oi die ttbrigw Glidr 
dunbwcf teblt Brftete ml* w*obiiadtm Vontfofcm, und IWMT findt 
nut U<n-l DtolUft b*rf *l*o du rtafc JU^Mwm o-li dm ilbw 



til* fftr 
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Bowels. 1 ) Yergleicht man 8 ) das Anfangsglied a nut jedem der 
folgenden Glieder a 17 Oj, , BO sind nur folgende zwei FSlle mbglich 
Entweder: die Zahl a wird yon Jcemem der spateren Glieder uberstiegen 
(wenn anch moglicherweise nooh leliebig oft erreicht): alsdann 1st offenbar 
& a das reale Maximum der Folge. 

Oder: es gibt in der Beihe !,#,, em erfe Glied mi , welches 
a nnd somit auch alle ewischen a und o mi liegenden Glieder tibersteigt, 
eodafi also: 

(1) ,<W ft*: "-0,1,. ,(!-!). 

Vergleicht man jetzt wiederum a mi mit alien nachfolgenden G-liedern, 
BO mnfi entweder a mi das reoZe Maximum der mit a mi beffinnenden und 
somit wegen Ungl. (1) der gesamten Zanlenfolge (a v ) Bein; orfer es gibt 
wiederum em erstes Glied a,^ > a ffli , aodafl also allgemein: 

(2) *,*. far: V -0, 1,. 



Fahrt man in dieser Weise weiter fort, so gelangt man enfaoeder 
naoh einer gewissen endlichen Anzahl derartiger Operationen zu einem 
Glied a m #, welche das reale Maximum aller folgenden Glieder, folg- 
lich auoh, wegen: 

/Q\ I "^ *! ^ ^iiit ^ " " "^ "m 

W I und: a,<a mk fttr: v -0, 1, ., (m k -l), 

daeljemge der gesamten Zanlenfolge darstellt. 



1) Dei Beweia far die Exiatenz der oberen nnd tmteren Grenze (wie auoh fQr 
diejenige des im folgenden Pantgraphen nooh einzafahrenden oberen und nnteren 
Limee) l&fit eioh kflrzer fBhren nnd zwar naoh einer Methode, welohe geitattet, die 
betreffenden Ergebnisae auf ntcht'dbg&Mbare Zahlenmengen anazadehnen, nnd die 
am diesem Grnnde auoh an apaterer Stelle (im zweiten Bande dieier Vorleaungen) 
nooh auaeinandergeaetzt werden aoll Dagegen bietet die hier befolgte Methode 
den -wesenthohen Vorteil, emeu grflndlicheren und for tiefere Erkenntnia unent- 
behrliohen EInbliok in dae Weaeu und die Struktur der Zahlenfolgen m termitteln. 

2) Die vnrlcKehe Awftfurung dieiei Verglnchung iat naturlioh nur mflglich, 
wenn rax Beurteilung der a y ein Bildungsgesete von gen-tgendtr JEinfaohMt Vox- 
liegt. (So liefi neh z. B in 88 [8. 199, TJngl (6)] dixekt feit*teUen, daflt 



Wie aber auoh daa Bildnngflgeietu der a v beaohaffen Mi, BO eowtort dw JBeuItot 
jener Vergleiehwng for jedea einzelne v ala ein vollkommen eindwtig Inttmmtu (wenn 
anoh nioht allemal beatimmoarw) : entwedcr iat o,^ar, ofcr a <ay. 

DM im Texte angegebne Vexfehren iat alio nioht etwa dahin m deutes, *1* 
ob die Besttmmung der Zahl & anf dieaem Wage iteta \o\rldich gdeittft werden 
kOnnte. Tielmehr wird daduroh nur die Ssaatnut Atsr 7*.til O- &nR 
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Oder: man erhalt eine unbegrenete Folge von der Form: 



welche, als monoton wnekmende Folge mit endlich bleibenden GHiedern, 
einen bestimmten Ghrenzwert G besitzt Alsdann 1st offenbar G das ideale 
Maximum der Zahlenfolge (a r ). Denn man hat fttr jeden Wert von ft: 

(6) a mk < G und daher auoh: a v <G 

Andererseits mufi sich wegen der Konvergenz der Zahlenfolge (4) 
jeder positiven Zahl e eine positive ganze Zahl n so znordnen lassen, dafi: 

(6) Q<G-a nk <8 ftlr: fc^n, 

womit die ausgesproohene Behanpttmg bewiesen ist. 

Dafi es nor eine Zahl G der fragliohen Art gibt, ist im ersten der 
heiden betrachteten Falle nnmittelbar einleuchtend und folgt im zweiten 
aus Ungl. (6) mit Bentttztmg des bereits mehrfach angewendeten Beweis- 
prinzips von 26, Nr 1 (S. 161). 

2. Ein ganz analoger Satz gilt beztigkch der unteren Grente, namlioh: 

Jeder Zahlenfolge (a y ) mit endlieh lleibenden Gfhedern kommt 
eine gewisae untere Grenee g eu; d. %. es gibt erne und nw 
eine bestimmte ZcM g, der art, da/9 fiir keinen Wert von v die 
Beeiehung a v <g lesteht; daft dagegen entweder mindestens ein 
bestitnmtes Gbed a n g vorhanden ist, oder, wenn dies nicht der 
FaU sein softie, jedenfaUs wibegrenet viele GUeder a^, welche g 
leliebig nahe kommen, sodaft also: a Wy g < s (wo s> und 



Im ersteren FaUe neiftt g das reale, im tweiten das ideale 
Minimum der Zahlenfolge (a,). 

Der Beweis lafit sioh. offenbar ganz analog, wie derjenige ftir die 
Existenz der oberen Ghrenze, ktiizer jedoch folgendermafien fOhren: Die 
Zahlenfolge ( <*) besitzt naoh Nr. 1 eine gewiaae obere Ghrenze G', d h. 

man Hat: _ 

-a v &G r (fttr jeden Wert v), 

tmd entweder fttr mindeetens einm bestimmten Index m: 



oder fttr eine unbegrensite Reihe yon Zahlen n k lediglich: 

Q! _ (__ ^ \ < e (wo s > und beliebig klein), 
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Setzt man nun: g - - 6?', o gehea diete Be*iehungi in die fol- 
genden ttber: 

(7) -<**&-9t dm a, g (far jedet IT) , 

(8) a m -0 bzw. - g -(-0 -V*-*<*. 

d. h. ist die fragliche unfcre 0rtw der Zahlenfolge (,)> * w 
offenbar ein reoZw oder ideates Minimum, je nachdera G' ein raoto oder 
ideafes JBfoa;m*w der Folge ( a f ) bildet. 

8. Bleiben die absoluten Betrage der Glieder a r ftieM unter eintr end- 
lichen Zahl, so mttfi einer yon den folgendeu droi Fallea eintrtten: 

1) EB gibt positive Qlieder, welohe jede noch o grofia Zhi flbr- 
steigen, aber Mt0 negative* mit absoluten Betrigen yon diewr BMohaflto- 
heit. Bildet man aladann genau naoh dem in Nr. 1 glehrtn Ver- 
fahren die zur Definition der oberen Grenze dienlioh, monofcon in- 
nehmende Folge (a mjk ), so tritt hier an die Stelle der fSrttbtran Bwriehung 
lim a mfc G die folgende; lim a mj( oo. Man tagfc dahtr in diwam Fall*, 

die obere Grewte der a r r&cke ins Untndliche, oder leaner, ditwlbe w< + oo 
(obsohon diese Anadraokaweiie eigentlioh wieder 1 ) eine oontradiciio m 

adjecto enthalt, da daa Auftreten eines lim a m . - oo in WaHrheit gerade 

* * 

das FeMen einer Zwwrfimm^n oberen Qrmw anieigt). Die mien 
Ghrenze besitzt offenbar in dem vorliegenden Falle eteen betiiramten end- 
liohen Wert, 

2) Us gibt negative Glieder, deren absolute Betrige Jtdi nooh to 
grofie Zahl tiberateigen, aber foine positive* von dieter BetohanVnhtit 
Ahdann sagt man analog, die uniere Grew der a y ei oo (wllireod 
offenbar Hier die obere einen beatimmten endliohen Wert b**itet), 

8) Die Folge enthalt sowoU positive ah negative Gliedw, welobe nomt- 
Tiaon jede nooh BO grofie Zahl tibentelgen, Alidann bat man + oo all 
obere, oo all uniers Grew*. 

86. Oberer vnd unterer Ltmea einer Zahlenftlffe (HiaptUailtet, 
TJnbestimmtheltBgrenien). Oreni* oder 



1, Jeder Folge reeller Zahlen kommen aufltr der im rorigto Fup- 
grapben definierten oberen und unteren Qrente nooh iwd wtiten (nte 
Umstanden in eine einzige 2nnammenfuHende) ohar*ktritiDh Zhl*n 
viit welohe sswar in gewiiaen, welter unten niter n btMJflfeiMtnilm Fillw 



**< 
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jenen exsteren gleich sein konnen, jedoch naoh Definition wesenthoh. c 
von verschieden smd Wir zeigen zunaobst folgendes. 

Jede Zahlenfolge (a v ) mit endbch bleibenden Grliedem best 
einen lestvmmten oberen Limes L und unteren Limes I, 

Zeichen: 

lun a v L , lim a v I ; x ) 

v->oo v-Voo 

d h es existteten e^ue^ (unter Umst&nden in eine eineige eusammi 
fallende) Zcihlen L, I von folgender Beschafferiheit jed&n e> 
lafit sich erne naturUche ZaKl m und eine uribegrenste Fdge nafa 
Iwlw Zahlen m k so ettordnen, daft. 

(1) a, < L -f s fur jedes v^m\ L B <a mk <L + e; 
desgleichen erne natwrliclie Zahl n und eine unbegrenrte Fo 
naturlwher Zahlen n k , soda ft 

(2) a v > I B fur jedes v^; I e<a njt <l + e. 

(Der dbere und untere Limes werden aucli als obere und untere L 
besbmmtheitsgrenge bezeiohnet Wir fasaen die fraghohen beiden Zahl 
aucb v untei f der Bezeicbnung Hauptlivnites der Folge (a v ) zusammen.) 

Be we is. Bezel cbnet man mit G v die obere Grenee derjemgen Folj 
welcbe aus (a 0; a a , a a , ) durch WeglasBung der ersten v Gheder e 
steht, also der Folge (a,, a v+lt a v+t) ), BO ist offenbar G, ^ &, +1 , 
ja durobi Weglassung dee Gliedes a y die obere Grenze sioh allenfalls 
ntedrigen, kemesfalls abei sioh vergrofiern kann. Somit iet die unbegrei 
fortsetzbare Folge : 

(3) G O ,GI, a*, ,# - 

eine niemals jsunehmende und da nut den | a v \ auoh die | G v \ unter en 
endlioben Sohranke bleiben, so ist diese Folge Jconvergent, sodafi m 
setzen kann: 
(4) lim^-Z, 

v-^-oe 

wo L eine bestimmte endliohe Zahl vorfltellt, von der jetzt naebgewieE 
werden soil, daB eie den durob die Ungleiobttngen (1) dargestellten F 
derungen genQgt. Dabei sind folgende Falle zu unteraoheiden: 

Fall I. Die obere Grenze der Gesumtfolge (a r ) set ein idea 
oder ein unen&ich oft vorlcommendes*) reales Maximum. Da alsdann j< 



1) Statt Kay IJBW lima., findet man auch. die aiteren, etwai iwnitandHche 

** V->N 

Bezeiohmmgen: linntqpa^ Bkw. lifninffiv (apr. Limet luperidr bzw. inferior). 



8)Beiipiei 0,--, also a,^- 
li&f .! <1m 
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duroh Weglassung beliebig Tieler Anfangeglieder aua (o t ) herrorgehende 
Folge immer wieder die obere Grense e bwitst, 10 hat man offenbar: 

(5) ffo-fli-flt ---- -<?- ..... alioauch -<; o , 

1st nun <? em tdbafcs Maximum, BO hat man nach Nr. I dee Torigen 
Paragraphen (S, 211, UngL (4)): 

(6) fy-Uma^, wo: a <a wii < < a < ..... , 

*-> * 

und daher (S, 811, Ungl, (6), (6)): 

(7) a,<# ftojedm v;0, <? -*<^ A ?o tw ftr: 



1st <? ein tmwi;o? o/l vorfewiWWH^M rwfef 3fcu'mtttfiy 10 
zun&ohsb wiederam die Gfleiohungen (5). Andwerteitt nthilt dtnn die 
Folge unewttich vide Glieder: 



v&brend tm ti&r^H dnrohweg a,< <?o AtiiHUli Man hat also in dieeem 
Falle: 

(9) a^^ fttr;a*w vj;0, (? - < a^ - (? e ftr *^0. 

Duroh Kombination TOIL (7) mid (9) ergeben tioh unter den als Pall I 
zusammengefafltcn VorauBBetuongwi, wenn man oooh L itatt (?, tohriibt, 
die Beziehungen: 

(10) a,^J& ftojedei v^O, L-<a^^li fttr *Jjii, 

BodaB alio die Forderungen (1) a fortiori erfQUt dnd. 

Im tLbrigeu 1st ftr den Torlieganden Fall all oharatteriitiioh htrror- 
zuKeben, dafi hier der ofcr* Umu L der Folge mifc dtren otfw 0rmM G 
xaaammenfUlt. 

Fall II, Hat die Oetamtfolgft (a v ) weder eia idealee, nooh tin nn* 
endlioh oft rorkommendei realei MaxlSanun, no mnfl tit ein note Mad- 
mum beiiteen, dai nur in endlioher JUttihl Twkommt, also doreh Weg- 
laaiung einer endUehen Amsahl Ton AnftmgagHedem beieJtigt iwditt 
kann. Die Eunfahrt ttbrigbleibende Volga oder, wean nkht, die aeUtoft- 
HoK naeh ein- oder menzmaliger Bemitiggng wtlttrtf wider Maxim* 
ttbrigbkibende Folge (a m , a,, +1 , M+I; *) kann d*nn 



wieder die 1m Falle I rorhandene Bewnaflenheit haben, d. L dai idta!U 

Oder wmfflck eft vorkomnu*de rufo Maxinuun W beeitoen. In die 

der Beilehtmg (5) tritt daau ei von dex fblgeaden Formi 
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Im librigeu bleibt dann alles geuau wie im Falle I, mit dem emzigen 
TJnterschiede, dafi der Index v -> m jetzt dieselbe Eolle spielt, wie dort 
der Index v =- 0, d. h man hat* 

(12) a v ^ L fur v ^ m, L6<a mt ^Lf&T unendlich yiele Glieder a mjfc , 

welche (wie in (6)) erne monoton zunehmende oder (wie in (8)) erne aus 
lauter gleichen Zahlen bestehende Folge bilden x ) 

Der dbere Limes ist also in dem vorliegenden Falle identisch nut 
der oberen Grenee emer durch Weglassung einer endlichen Anzahl yon 
Anfangsgliedern aus der ursprtLnglioh gegebenen hervorgehenden Folge. 91 ) 

Fall UI. Einen von der oberen Grenee wesentlich yerschiedenen 
Gliarakter beeitzt der dbere Limes in dem einzigen uooh moglichen Falle 
(BC. bei Folgen mit endlich bleibenden Gliedern), namlich wenn die Folge, 
mag man auch nook BO yiele. Anfangsglieder weglassen, immer wieder 
ein recdes, in endticher Anzahl yorkommendes Maximum besitzt (z B 

a v ( l) yV T j. Dieae TVTaTJma mttssen dann offenbar eine besttindtg 
abnehmende Folge bilden, etwa: 

(13) m >a i >--'>%> ..... 

Dabei mag a m (k 0, 1, 2, ) immer das letete Ghed der Folge bedeuten, 
welches den betreffenden Maximalwert nooh erreicht, sodafi also ftlr die 
obere Grenze <? der Folge (a m , <*m 4 +i> a m k +*> ' ) !&&* die Be- 
ziehung gilt: 

(14) -^ 
wogegen schon: 

O t 4+i< a t , 

und daher durohweg: 

(16) ,< 



1) Man hat *l*o aaoh hier (vgL O) nnd (8))t 

L * lim a-. . 
** * 



8) Dabei kum dor bewndrft FH ^intteten, dafi <7 m m -i r d. h. dafl dai 
ideal* y^ttinm dr Fqlge (o^^ flW^i*^ ') ^ dem letaten roZf 



ohon n*ch Beaei^gonff def ^rvton teftlen Mwroiumi ein, to hat mw^uoh 
^- ^ Qibo de 
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Die znr Definition Ton L dienliche Folge der Gr v (y - 0, 1, 2, ) 
zeigt also hier den folgenden Yerlaof: 



nnd da die ans dieser Folge herausgehobene Folge der durohweg ver- 
achiedenen Q-lieder, namlich: 



nach Gil (14) nut der Folge (13) idenhsch 1st, BO findet man: 
(16) H - lim 0, - lim OL . 

->oo - * 



Darans folgt aber, da die Folge der a mjt eine monoton abnehmende 

ist, dafi: 

(17 a) i < o^ < i + s etwa fttr m k ^m, 

nnd daher nach. Ungl. (15) anch: 



Bodafl also die Forderungen (1) wiedenun a forhon erfttllt Bind.') 

Der entsprectende Beweis fflr den unteren Limes 2 kann in ganz 
analoger Weise gefQhrt werden, indem man znnaohst setzt: 

(18) 



wo g v die ttnterc Grenze der Folge (a r , a, +1 , a r+l , ) bedeutet nnd nut 
Tvachsendem v niemals abnimmt. Oder ktiraer, indem man zeigt, dafi der 
untere Limes der Folge (a y ) identiflch ist mit dem negativ genommenen 
oberen Limes der Folge ( a/). Bezeicnnet man namlich diesen letzteren 

1) Dabei kann noh natflilioh eine Gliedergruppe yon der Form 



nf dM einzige GUed ff m , t+i rednneren, weim n&mUoh m t+i -. n k + 1, d b, 
weim vnmittettar hinter dem leteten Mwdmalgliede a w einer iolchen Glieder- 
grapp* du naehit-kleinere Maxdmum o^ oaftritt und dieies nnr ein eimajre* 
Torkommt * +1 ^*^ 

8) Itm bemerke, dafi der obcrt Lmes duoh WflglaMung emcr beliebigen 
Aruahl von GUedern ntmob eine Anderung erleidet, wftfannd did IBr 
i p flffwwe, abgeeehen yon dem Fallf I, FO tie mit dem oberen Limes ra- 
ammenfaUt, bei Weglassimg einer genflgenden Anzabl Ton Gliedem ftfts eln- 
tntt. D uialoRe gilt benflRUch dei n*ww MM und der imtoren 
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mit L', so bestehen fttr L' und die Glieder der Folge (-a,) auf Gxund 
der definierenden Ungleichungen (1) Beziehungen von der Form: 

fur eine unbegrenzte Folge naturlicher Zahlen n k , also: 

,> -' e furies v^n, Z'-f- e>a B > - L' s, 

und daher, wenn man - Jt'-Z setzt und die vorstehenden Ungleichungen 
umkehrt: 

(19) a v > I e ffajedes v^n, l-s< a, k < I + s fur unendlich viele n k , 
womit die ausgesproohene Behauptung bewieseu ist 

2. Da lima^ Z, bmo^ I (wie aus der tvoevten der Ungleichun- 
gen (1), (2) mit Hilfe einer einfachen Modification 1 ) gefolgert werden kann, 
ttberdies in bezug auf L bereits ausdrttckhch herrorgehoben wurde 
B Gl. (6), (8), (16)), so l&Bt sich mit Rflcksicht auf die getrofifone Auswahl 
der a nk (s (6), (8), (13)) und die damns nach Analogie resultierende 
der a^ das vorstehende Ergebnis auoh folgendermafien formulieren: 

Aus jeder ZdMenfolge (a y ) mti endKch bleibenden Gliedem 
lassen sich w>ei monotone ZaMenfolgen (a n ^ (a^ imt den 
Grewnoerten 

(20) lima mA L, luna^ I 

Jierausheben, und es l&ftt sich sodann jedem E > eine naturliche 
ZaKL n so euordnen, daft: 

\ J ^*% |f ^X I fc ^S 

Daraus folgt welter, dafi sich aus, der Folge (a r ) Jceine Teilfolge 
(a f } herausheben 1'dfit, welohe einen grSfteren Limes als L oder einen 
Tcleuwren ale I besitzt. Man kann daher (mit Cauchy) L auch als den 
grofiten, I als den Tdetnsten zur Folge (a,) gehSrigen Limes bezeiohnen. 
Zugleioh erkennt man (immer wieder mit Hilfe des Beweisprinzips von 
26, NT. 1, 8. 161), dafi es tatsftohlioh nur eine einaye Zahl L bzw. I 

der fragliohen Art gibt, und zwar ist allemal: 

i ' , 

(22) 



r-> 

(fi - r * 



1) Man hat die unbegrenct yc^kleinemngiflUuge Zahl e duzoh das allgemein* 
Glied A einer monoton ftbB^mjMwfeai ndi-tonTergenten Folge zu erietwa, todafi 
an die Btelle jener einzelnen Ungfetobiaigeii je em i&begrenztes Syttem ron fol- 
gender Form tritt; , , - () , , > j , / ' , ^ , ' , ! 

' 
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tjTbrigens hat man auch, wie die Herleitung zeigt, stets: l^g, L^G, 
wenn wieder g und 0- die untere bzw o&cre Grenee der a y bedeutet 

3 Hat die Folge (a,) einen lestimmten Grenzwert lim a, a, BO 
bat man: Vn180 

(23) o < a v < a + s e twa fflr v ^> n 

Die Vergleicbung nut den Beziehungen (1) nnd (2) zeigt dann unnuttel- 
bar, dafi in diesem Falle L - I = a . 

Umgekehrt: 1st L Z, BO folgt aus (1) und (2) ; dafl: 

(24) Z < o r < Z + * etwa fttr v^n', 
und daher: 

(25) lima,-Z (-Z). 

-> 

Also: 

Jrf rfte JFbZ^e (o r ) Convergent, so fatten die beiden Haupt- 
li mites mit dem frtiher defimerten Limes ssusammen; wnge- 
Ttehrt: liefern die leiden Hauptlimites dieselbe Zahl a, so hon- 
vergiert auch die Folge (a,) gegen den Grentwert a. 

Im AnscMusse Heran sagt man zuweilen yon einer Folge mit den 
verschiedenen Hauptlimites L,l: ihr Limes sei zwar endbch, aber uribe- 
sfammt (oder auch: er schwanke) in den Qrenzen Z and L. Wir wollen 
dieses Verhalten pragnanter dnroh die Bezeiohnung ausdrtloken: 

(26) Z 



mdem wir allgemein dem Sjmbole lim die Bedeutung beilegen: in dem 
betreffenden Zusammenhange steht es frei, aowohl lim als lim einzusetzen. 
Darnaoh ist also insbesondere die Beziehung: 

(27) jjma r -q 

*-> 

gleiohbedeutend mit: 

(28) lim a, - a . 

t->00 

Man darf ferner an Stelle yon: 

(29) lim a, ^ a bzw. 

-> 

auf Grund von TJngL (22) auch echreiben: 

(30) K^o baw. 



da ana lima r ^a folgt, dafi a fortiori Uma,^a, ebenso ana Hmo f >a. 

> * > 

dafi auch 
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Schliefilich bemerke man nooh, dafi aus: 

(31) ,<&,<, 
o If en bar folgt: 

(32) Urn o r ^ lim &, ^ ira & v ihn c, . 



4. Lassen wir auoh hier wieder die Beschrankung fallen, dafi die 
|o v | stets uater einer endlichen Zabl bleiben sollen, so kann zunacbst 
wiederum der Fall eintreten, dafi unter den GUiedern a t positive (in un- 
begrenzter Anzanl) vorkommen, welohe sohliefiUoh jede noch so groBe 
positive Zahl Ubersteigen, Alsdann tritt an die Stelle der Beziehungen (1) 
eine solohe Ton der Form: 

(33) Nfc >-i 

(d. h. KU jedem nook BO grofien A "> existiert eine unbegrenzte Teil- 
folge (a mjk ), deren Glieder der Ungleiohung (18) genfigen). Wir bezeiohnen 
in dieaem Pall* + oo ala den obwen Limes (wie auob. naoh 35 als olcre 
Grente) der Folge (a,), in Zeiohen: 

(84) llnTa, + oo . 

>* 

Enfchalt die Folge nioht auoh negative Glieder, deren absolute Betrage 
jede nooh BO grofie positive ZaM dberateigen, BO hat ihr unterer Limes 
entwoder einen bettimmten ewttichm Wert 1 ), oder, wenn niont, so be- 
xeichnen vir ihn gleichfaHs mat + oo, n&mlich dann, weun die Folge 
Ton irgendeiner Stelle ab aiWSflWw/Q^ ana jwaMvm Gliedern bestebt, 
die jede* beliebig vorgiobriebue ^L>0 tibersteigen, mit anderen 
Worten, wean: 
(85) 



und wir iefcien in dieiem FaJle naeh Analogic von GL (25): 
(88) 



Analog ergibt 
(87) Hmo.*- oo 



die Folge fupolto GUeder enthalt, deren abaolnte Betrage jede nooh 
o groBe Zhl ttbertteigenj nnd man hat auoh nooh: 

(88) Em a,-- oo gletchwitig mit: lima r --oo. 

N 



* 
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SchlieBlich kann aucli nooh der Fall emtreten: 

(39) hm a v = + oo , lim a v = oo , 



v--oo 



namlich dann, wenn die Folge sowohl positive als negative Q-heder ent- 
halfc, welche numeriseh jede noch so grofie positive Zahl libersteigen 
Wir werden UBS gelegentlioh der Bezeichnungsweise bedienen: 

(40) limo v <oo oder auch: hma p <oo (hes. mcht unendlich), 

v-*te 1 ->eo 

um auszudrflcken, dafi der obere Limes bzw der Limes schlecHthin nnter 
emer endlichen positiven ZabI 1>leibt 

Die Gesamtheit der Zahlen x, welche der Bedingung gentigen: 



lim a v ^x^ lim a v , 

v-yo *>->oo 



soil als das Gr&neintervaU der a v bezeichnet werden. 

Zahlenfolgen mit ewei versdiiedenen Hawpfttmites bezeichuen wir al& 
uneigenttich dwergente. Die konvergenten und eigentltch divergenten Folgen 
sind dann andererseits dadurcb. charakterifliert, dafi fflr sie ein emsiger 
(nSmlich endlioher bzw mit bestimmtem Yorzeichen unendlidaer) Limes 
enstiert. 

5 Der Limes bzw die HaMptlvmites einer Zahlenfolge (a v ) lassen 
sicb. nock als besondere Falle eines allgemeineren Begiiffes darsteUen. 

1st irgendeme unbegrenzte Menge yon Zahlen a (nnter denen sick 
behebig nele einander glenche befinden dflrfen) Torgelegt, so soil eme be- 
stimmte Zahl A eine Grens- oder HaufungszaM der Zahlen a heifien, 
wenn unbegrenzt viele Zahlen a der Bedingnn^ gentigen: A u\ <s t 
wie klein auch die positive Zahl s angenommen werden mag Dabei 1st 
es vollkommen glewhgultig , ob A nnter den Zahlen a eelbst vorkonwtf 
oder mcht Andererseits let A offenbar steta als Hauftwgsnahl der a za 
betrachten, wenn A nnter den Zahlen a unendltch oft vorkommt: denn in 
diesem Falle besteht fQr unendlich viele a die Beziehnng: A K\=*Q, 
also a fortiori \A a\ < e fQr jedes e > 

Gibt es unter den Zahlen a positive, die jede noch so grofie Zahl 

J. f w O 

tibersteigen (und die dann eo \pso in ttnbegreneter Anzahl vorhanden 
sein mtlssen), bzw. negative, die numensoh jede noch so grofie Zahl 
ttbersteigen, so bezeichnet man (nach analoger Termmologie, wie bei 
den Begriflfen ,,Limes" und w Grenze") -f <x> bzw. oo als Hdufwngs- 
eaM der a. 
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Auf Qrund dieser Definition ist der Limes einer Tconvergenten oder 
eigentlich divergewten Zahlenfolge (a v ) steta eine HoMftmgssaKl der a v und 
zwar die einmge. Denn ist etwa lim a v a eine bestimmte Zahl, so ge- 

y->oo 

ntigen aUe a v) von emem passend bestimmten Index v = n anfangend, 
einer Beziehung von der Form \a a v < s und andererseits gibt es auch 
nur eine Zahl, fttr welche eine derartige Beziehung existiert (nach 26, 
Nr 1 , S 161). Entsprechend hat man im Falle lim a v + oo bzw 

oo fur alle a vj von einem gewissen Index v = n anfangend, eine Be- 
ziehung von der Form: a v > A bzw. < A, also die evntnge Haufungs- 
zahl + oo bzw. oo 

Hat die Folge (a v ) zwei verschtedene Hauptlvmites L, i (wobei eventuell 
auch i + 00, Z oo sein kann), so stellt ofFenbar jeder derselben 
eine Haufungszahl der a v , die Folge besitzt also deren mindestens sswei. 
Gibt es dann, falls etwa L, I endUch sind, fur irgendein s > noch tm- 
endlich vide a v , welche leeiner der beiden Bedingungen |Z a r |<e, 
1 1 <* v | < genttgen 1 ), so besitzen diese entweder einen bestimmten Limes 
oder zwei verschiedene H<wyjttwnvte8 L' t V, und die Folge der a v hat 
Bomit eine bzw. ewei weitere Haufangszahlen Im letzteren Falle kann 
es dann wiederum nooh unendlich vide a v geben, welche Jceiner Be- 
dingung von der Form \L' a v \<e oder \l r a v \<s genugen usf 
Man erkennt auf diese Weise, daft erne Zahlenfolge ~bdiebig, d. h. eventuell 
auch unendlich vtek Htfafungsfiahlen besitzen kann Es kann sogar, wie 
wir an zwei, auoh fur spater bemerkenswerten Beispielen zeigen wollen, 
jedes a v eine HSufungsgdM der Folge (a y ) sein und diese selbst noch ttn- 
endlich viele andere (d. h. unter den a v nicht vorkommende) Htiufungs- 
jsafden besitzen. 

6. Beispiel I. Die Q-esamtheit der positiven ratwnalen eckten Bniche 
kana als einfache Zahlenfolge entweder ale Teilmenge der positiven ratio- 
nalen Zahlen naoh dem in 26, Nr. 3 (S. 161) gezeigten Anordnungs- 
prinzip oder nooh etwas einfaoher in folgender Weise angeschrieben 
werden: 

1 J A 1 tL'ZL 1 

8 9 s ' 8 ' 4 ' 4 ; " '> n > ' ' "' n ' ' ' "' 



wobei in jeder Gruppe von der Form ( , , ^-) nur diejemgen 
Brflohe aufeunehmen sind, deren Zahler rdatw prim zu n. Denn haben 



1) Im Salle X + oo, bnr. I oo feeten an die Stelle dkoer 
dingungen 
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m und n den (von 1 verschiedenen) grSBten gemeinsamen Toiler d, sodafi 
etwa: m m' - d, n - n- d, wo jetzt m', ' relativ prim, so kommt der 
Bruch %T schon m derjenigen frtiheren Qruppe vor, welohe durch 



n n 
den Nenner n < n charakteriaiert 1st, 



Die Folge (41) enthalt alsdann offenbar jede rationale, zwischen 
und 1 gelegene Zahl einmal und nur einmal. Da sie solche Zahlen ent- 
halt, welche der 1 und der teliebig nahe kommen, aber kein t welche 1 
ubersteigen oder unter herabsmken, BO hat man: 

(42) lim a v 1 , lim a r . 



V->oo 



Die Folge besitzt also zunaohst die beiden ihr nioht angdhSrigen 
Haufungszahlen 1 und 0. Bedeutet dann ferner einen beliebigen posi- 
tiven echten Bruch (der alao in der Folge (a^) sioher einmal vorkommt) 
nnd wird >0 beliebig klein (zum mindesten <! und ^J 1 

vorgesckrieben, so liegen allemal zwisohen J- - s und f + * 

eohte Brflche, also unend^toA vteZe a, (z. B, alle mOgliohen von der 
wo A-1,2,3, ... ; und -<) Somit ist - f d. h. 



sohliefiHoh jerfe der Zahlen a, eine Htivfangsfatil der Folge. 

Das gleiche gilt aber sohliefilioh auoh noca von jedtor cwitohen 
nnd 1 gelegenen Irrationabsahl A. Denn wird wiedernm > beliebig 
klein (zum miudesten ^ J. und 1 A) rorgeBohrieben, 10 188t rich 
znnaohst eine rationale Zahl a so fixieren, dafi: 



(s. 24, Nr, 2, 8. 146), Da hieraua folgt: 



d. h,: 



so liegen daher auoh zwisohen J. und A + imN^icA w*? rotfonafe 
Zahlen, also 



Beispiel E Han hebe *as der eben betraohteten Foke 

nixni i. .. .. .__ 
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d. h. diejenigen mit Nennern yon der Form 2/* (/* 1, 2, 3, ) ent- 
halt, also: 

/ 43 N l JL JL a m i 

* / 2 J l! 3 ' 2* * " " " ' 2 m ' 2 m ' " ' " ' 2"* ; " " ' 

oder auoh, in dyadischer Schrefbwetse ( 16, Nr 2, S. 96): 
(48a) 0,1, 0,01, 0,11, 0,001, 0,011, 0,101, 0,111, ... 

(die w to &rnppe besteht aue den 2" 1 1 nach aufsteigender Grofie ge- 
ordneten m-atelligen dyadisohen BrQchen). Man hat dann, genau wie 

oben, znnaohfit: 

lim a/ 1 , lim a/ . 

V->'0 f->0 

Bedeutet ferner a' 0, ^ c, c m irgendemen der Brfiohe (43 a) (wo- 
bei also c m 1, im tlbrigen, fur v<m, c y oder 1) nnd wird *>0 

beliebig klein vorgesohrieben, so bestimme man ein n^m so, dafi -j^^ . 
Bruoh yon der Form: 



(wo O m+1 , , O n blofie Niitten bedeuten, wahrend der betreffende Index 
lediglich die Stdleneahl markieren soil) hat dann die Eigenschaft, dafi 

0<Z'-a'-0,0 1 1 ...O f( c fl+1 ...c n4 . i <^r, also < e. 
(Entflpreohend ergibt sioh ttbrigenB, wenn: 

V - 0, o, c, - - c m _ l O m 
gesetzt wird: 



Somit 1st a', also jede der Zahlen a/ eine H&ufungaedhl der Folge ). 
Das letztere gilt aber aohlieBlioh auch yon jedem nicht-dyadischen 1 ) 
echten Bntche a, sowie von jeder zwiflchen nnd 1 gelegenen Irrational- 
tahl A. Denn denkt man aidh a bzw. A durch einen unbegreneten dyadischen 
Bruoh dargestejlt (weloher nach 20, Nr. 1, S. 117 for aftnodisch, nach 
24, Nr. 3, S. 146 fttr A nteht-feriodisch auafaUt), BO gibt es, wie groft 
anoh n angenommen werde, nnter den BrtU&en (48 a) unendlich vide, 
welohe mit a bzw. A die ersten n Brwihste^en gemeinaam haben nnd Bioh 
Bomit yon a bzw. A mm weniger als ^r unterscheiden. 

IN A h van iadon niefat dwcfe iaen togremten dyadiiohw Brnoh dirrteUbfcirAi. 
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37 Grenzwerte Ton der Form: lim ?* wo: lim a, lim & =- oo 

V fj / T T -^ 

r-> " v->aa r->aa 

oder lim a r =- km 6 r Unendliche und Nullen verschledener 
Ordnung. Die Bezeichnnngen: >-, -<, &, ~ . 

1. 1st: lim 6 t , = oo oder lim Z> t 0, so besitzt ein Ausdruck yon 

*->-eo v-Vso 

lim a? 
der Form: *,?' co , an st'cfc Icemen 'bestimmten Sinn, wie auch im ubrigen 

UTTI 0|, ' 

die Folge (a r ) beschaffen sein mag. Dagegen kann sehr wohl der 
Ausdruck lim -v 1 ' eine festimmte Zdhl oder oo mit fasfommfem Vor- 



jaeichen yorstellen 1 ), in welchem Falle man dann wohl auch lim y 

lim cty 
nicht sehr passend als den n wohren Wert" yon V .'*' 8B . zu bezeichnen 

JlUl Oy 

pflegte und zuweilen noch bezeichnet. v-> 

Bleiben z. B die a v sswischen ewei endlichen Schrcmken (sodaB 
also lima r . lim a r nicht unendlich ausf alien), so hat man offenbar: 



r->oo 



(1) lim -^ = 0, wenn: lim b v + oo oder =- ~ oo . *) 

r->oo 0| ' f-Voa 

Liegen die a, zum mindesten far v^w uber einerpositivenZ&hl (sodaB 
also auch: lim a r > 0), so hat man analog: 

!->> 

+ oo, wenn: \ > 0, Iim6 r -.0, 

( 2 ) l?l "*'" 

71 oo, wenn: ft y < 0, lim & 0. 



Aber auoh in dem Falle, da lim a v und lim & gleichgeitig 00 

llTT^ Av 

bzw.0werden(wobeidann^~^- unter der sogenannten ,,unbesKmmten 



l)YondenAuidrtlcken- hm -^, H^ -J- v gilt dieiBelbBtrentandhoh in ictim Falle. 

r->-flo >. ,^.,8 O v 

S) Ei wttrde sogar genflgen, daft: 

lim ( 6 r | + oo, 



i dum noch 

Hmb y ^-|~oo, 

-* -> 
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- A 

irj u bzw. ersoheinen wtirde, d. h. an scA tf6-AMp# Icemen Sinn 



Q 

** 





, kann lini ** einen wohldeflnierten Sinn besitzen. 1st z. B.: 



> CD,. fOr jedea einzeln v eine beetimmte Zahl vo rate! It, dagegen 



etwa a/, &/ zum mindesten ftlr 



^ m zwiachen zwei poaitiven. Zahlen bleiben: 

a) Urn a t oo , lim Z; v oo , 

d andererseits: 



> jetzt f y-J eine axis endlioh bleibenden poaitiven Zablen bestehende, 
Sglicherweiw konv^rgente Folge voratellt. 
Analog ergibt iton im Falle: 

) tt v *" fl y ' ' ^ ^t- " ^/ " &r t ^* ^ m ^p * ^ 

fern die laj , \bj\ zwiiohen i;wei poaitiven Zablen bleiben: 
a) lima, 0, lim& v 0, 



-(-D' + i, &,-* Oder &,-(-!)'. v, 

F 



+ 7 



-4-l i /* , 1\ I .*. 
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2. Zwischen Grenzwerten von der Form Inn -^ und lim ^ _ J""* 

i^S 0* r->oo- -l 

besteht im Falle lim 6 V oo eine merkwiirdige Beziehung 1 ), zu deren 

?-*> 
Herleikmg wir den folgenden Hflfasatg*') voranschicken: 

Bcdeutet (M^ erne monoton aunehmende Folge mit detn 



Grenewerte oo, und ist' 

(5) a < M M~^ "^ ^ 0wn m ^ n ^ e8 ^ en fur v> m, 

so Id fit sick eujedem (noch so Jdeinen) e > em n so fixieren, 

(6) a-8<~<A + sfwv>n. 



1) Die entsprechende Bezaehung mifc den zugehOngen Folgervmgen fflr den 
Fall lim&y hat fELr die ZioAZenlehie genngere Bedeutung. aie kommt (abge- 

v->e 

sehen von einer in 49 zu maohenden Anwendtmg) in passend modifizierter GH 
etalt haupta&chlioh erst fflr die Funkttonenl&hre in Betraoht Wir wollen lie des- 
halb im folgenden unter dem Texte anfflhren. 

2) Dei Parallelsatz fOi den Fall lun b v =- lautet 

y->Bo 

Svnd die m v po8vbv und monoton abnehmend, limn x 0, aufter- 
dem ouch noch lim a r -= 0, und tat 



so "hat man. 



Beweis Wegen m v ^ m v > folgt ana (6a)- 

(,_i - a < a r _ t a, < (m v ^ y ) J. (v > m). 



Nimmt man n^m und Bubstitniert der Beihe naoh n + 1 + *i * 
o folgt duroh Addition* 



^+5)-^ fflr n^w und f 1, ,,.... 

Lftfit man hier o ina Unendliohe waohien, wobei dann lunm. . lima.,., 

? --o. n+ ^ w+ 

wird, BO ergibt iich, -wenn man aobJiefllioh noeh v atatt n aohreibt- 

a * 
a^ ^JL fftrir^tn, q. ed 
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Beweie. Da M, - M f ^ > 0, eo folgt aue (6); 
(Jtf,, - Af^.^o < o^ o. i 



Setzt mn hier der Keihe nach v w+l,m + 2, jW-fp und addiert 
die reaultieranden Ungleiohungen, BO ergibt sich: 



und hierauc durch DtTiiioa mit Jf m+p , wenn man zugleich nooh v etatt 
m + ^ >ahribt: 



a fortiori: 



Wird jettt > belfobig klein yorgesohrieben, so 1 kann man 

lim JW, oo, tine nttttrliohe Zfthl n > w BO fixieren, daB: 
* ^ ^ 



far 

ml 
If/ 



Alfdtnn wird abtr: 



a f< J < ji+f fttr v>n, q, e. d. 

^ 

8. Aui dtm ebtn bwitnfln HillnatM tiehen wir nun die naoh- 
ttabidn 
L Irt: 



o Kfirtbri {. 86, 8. 917, UflgWohnng (SI)) ra jfldem t > em 
derart, dafi: 



v>m. 



Mithin wgibi rich nMh (6) and (6): 

i ft* rf* i rf- r j. * 
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Da bier beliebig klem genommeu warden kann, so erhalt man 
den Satz 1 ) 

Wachsen dte M v mit v monoton ^ws UnendhcJie, so hat man. 



~*~ a 



d h der tmtere und olere Limes von -^ ist allemal evngeschlossen 

G *" " h 4 

jsunschen dem unteren und dem dberen Limes von J /_-j^~ - , falls 
diese letgteren endhch ausfallen 
II Tntt an die Stelle der Ungleichung (5) die folgende 

/Q\ a V ^V 1 a v 1-1 

\ "} ~iif TW ^ " j bz w -sr= =r~ <^ jA. fflr v ^> m . 

m dew Smne, dafi zu jedem (noch. so grofien) A > ein entsprecnendes w 
von der fraglichen BescnafEenheit vorhanden ist, so ergibt sioh, genau 
me in voriger Nummer die Relation (6), zu jedem beliebig grofien A > 
nnd beliebig kleinen s > die Enstenz emes n von der Art, dafl: 

fff\ ttv A v Oy 

Mit anderen Worten: 2 ) 

Wachsen die M v mit v monoton ins Unendkche, so "hat man. 

.. _ N a 

C 1U ) lim j^.- = + oo Into. oo , 

wenn 

f 2- ~ + oo bsw oo 



1) Dnrcb. die analogen SohltiBse ergibt mob. ana (6 a). 

Jfehmen dte m v monoton gegen NitO, db vnd wt auoh bma y 0, 
so hat man -*" 

< 7a ) 1-^ ^ 



S) Analog flndet man un Polle w r _ 1 > > 0, lim m v lim a, -. 0, ana 
dei YoiaTUBetzung **" *** 



~ < -^ * J edes n oo h BO B 106 * -^ nnd 



entroreohend der Relation (&&\ din 



fly 
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->eo 0? 

Das gleiche gilt tibngens aueh, wenn die M r monoton abnehmen 

nnd limJf r oo. Denn iat etwa M V = M V ', wo M v r > M^ 
- 

nnd lim Jf/ + oo, so wird: 



sodaB: 

aus: lim -^7 lim * __ *7* 

(12) **" " "* * "- 1 

a , a a 1 
allemal folgt: lim -jf- lim */_ ^-~ 

Dl Fallen in (7) der wnfere nnd obere Limes ron j ^ > '_ 
eine bestimmte Zahl A zusammen, hat man also: v 



fe=i- m 



so wird auoh: 



Das gleiche gilt dann nach (11) nnd (12) im Falle: M v _ l > M v , 
lim M r oo. Durch Znsammenfassnng dieses Ergebnisses mit dem 

nnter II ausgesproohenen gewinnt man also den folgenden Hauptsatz 1 }: 
Sind die M v monoton, lim M v oo ; so 



(9ft) ~ ^ J. bzv, g A fflr r ^ n. 

D h. 

JTeAinen dw m, monoton ^en ^TuW a6 und ist awih bma y o, 
00 fta* man: ""*"' 

a_ ft., 

(10a) lun. - oi wenn. lim 



Das gleiohe gilt auoh, wenn die m, monoton gegen Null eunthmen, d. h. 
wenn w r _i<m <0, limm (vgL die Formeln (11) uad (IS) im Text) 

f->N 

1) Entapreohend folgt aus (7 a), (10 a): 

Sind eke m* monoton, lim m v * lim Ov 0, so hat nan stets: 



gfthaU 
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lim . -lim' **"**-* 



sobald der rechts stehende Limes (im weUeren Sinne) existiert 

Nimmt man insbesondere M v = v, so resultiert der sp&riellere 
(Gauohysohe) Grentwertsate: 
Es ist: 

(14) lim^-lim(o -a, ,), 

\ / *i \ f V I/ f 

*->>flo " r-Voo 

sdbdld der rechts stehende Grengwert existiert. 
(Beispiele: Da lim (Ig v Ig (v 1)) lim Ig (l + ~^) - 
(s. 34, S. 206, Ungl. (3)), so folgt aus (14), dafi auch: 

hat man: 

''- 1 (c 1") 4- oo. 



y->-flo 

also naoh (14) an oh: 

(16) lim -- + <x>.) 

tTbrigene sei ausdrQcklich hervorgehoben, dafi der Satz (13) bzw (14) 
kewestvegs wnkekrbar isfc, d. h. aus der Exwten* des linken Grenzwertes 
folgt keinestcegs diejenige des rechts stehenden. 

rBeispiel: a, v -f ( 1)*, M r v, also: lim -^ 1. 

> * 

^~^-i - + (-iy- (c- D+c-iy- 1 ) - 1 + 2 - (-iy, 

d.h.: 

lim(a y a r _ t ) 1, lim (a, a^J 8 . ) 

V-^CD r-^ 



1) Wegn- 
ergibt rich: 



mit Benfitcong TO& QL (15) : 



Urn V lime" 



4i*. 

(i* | 81, S. 191, Gl. (II)), 



llmilg, 
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r->oB "b v 

4 Der Satz III, Gl. (13), laBt fflr den Fall emes endhcheni 



line Erweiterung zu, bei weloher die Voraussetzung, dafi die M v monofon 
lach oo divergieren, durch erne merklich. attgemetnere eraetzt wird 
TVir ftthren bei dieeer Gelegenheit eine abgektirzte Schreibweise em, von 
ler wir spaterhm nooh vielfach Gebrauch machen werden. Wir be- 
eichnen nSmlich. eine Summe von der Form: 



lurch das Symbol- 



spr Stunme der c r nach v von m bis n oder auch: ftir v n bis v n) 
Alsdann lautet die fragliohe Yerallgemeinerung des Satzes Gl (13) 
olgendermafien . 

1st' 



17) hm|6,| + 00 imd fur jedes n: 

->ec 

so "hat man: 
18) 



rechts stehende Limes endlich ausfdttb. 



1) Bind die 6 V tmmoton, etwa Z> v >0, lira 6. -f-oo, BO hat man: 




' < 1 (fezw. 1 fttr n * oo). 
>u gleiohe gilt im FftUe by<0, Jim,6 r op. Die biihw? wit (4fO 

r">fc ^ ' 

Lten Zahlenfolgen genttgen alao den Bedingungen (17), Bodafi der 



IB openeller Fall dea yorliegenden eriehgtrtt, Sdbaid der in Fragte 

rert endhch anifallt Dagegen entiejekt jj^ob die QQltigkeit daeaea aUgemeiiieren 

>atxeB *icht anf den Fall: 
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ct o 



Beweis. 1st etwa: lim -^ J^- A. so laBt sich zu jedem *>0 

a * ' 

r-Veo "y "? 1 

ein m so ibrieren, dafi: 
a CL 



*y "il 



^-&v-! 



-A 



fttr v > to, 



also: 



Setzt man der Beihe Daoh v m 4- 1> * + 2, , w + C> 80 
znnachst dnrch Addition der betreffenden Ungleichungen: 



m+l 



m+1 



Da aber: 



^ 1 (' -->)- ^ft- -*.-.) I. 



m + l 



so ergibt sicb a fortiori: 



und daher: 



m+l 



"m + p 

<B-5. 

Sohreibt man v statt w -f ( ^nd berttoksichtigt, dafi: 



ZV-*,-i|. 



so findet man welter: 
o. 



fur: v > w. 



Wegen lim |&^| oo laBt eich aber ein n ^> m BO fixieren, daflt 



"'"*^* < * ftr v > Hr f aodafi also; 



fur: 
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tr->eo &x 

Da G- + 1 eme bestimmte positive Zahl vorstellt und c > beliebig 
klem gemacht warden kann, BO erkennt man sohlieBlich, dafi: 

a 
lim -j- A, q. e. d. 

1->-BO V 

5 Zur Berechnung yon Qrenzwerten der Form: 

lim -r^, wo: lim a, lim & v oo bzw 0, 

*->oo v r->-ae v->oe 

bedient man aicli haufig mit Vorteil der folgenden, schon frtther ( 28, 
S. 171, 172, Formel (23) (25)) erwahnten SohluBweise, welche jetzt 
eirwas atisfflhrlicher folgendermafien dargestellt werden kann. Ana: 



folgfc naoh 36, Ungl. (16), (17), dafi: 
(20) 



r->eo v->ee r->oo 

1st nun: 



(21 a) lim A v lim 0, A bzw. o; 

->eo r->oo 

was in dem vorliegenden Falle schhefilioh nichts anderes bedeutet 1 ), ale: 
(21b) lim A, lim O r A bzw. oo, 

so ergibt sioh, dafi auoh: 



(22 a) hmJB y m^ J. bzw oo, 

V->-oe * 

d. h. in diesem Falle exisiiert lim J5 t (znm mindesten m tueiteren Smne), 

und man hat: *"*"" 

(22 b) limJB, -^1 bzw. 00. 

v->oe 

Beispiel I. Naoh 34, 8 206, Ungl (3) hat man: 
(23) r *(! + *,);*, r: *,> -1, 



wobei sioh das GHeiohheitazeiohen auBsohliefilioh auf den Fall 9 V be- 
zieht, also: 



(24) 



Oy 



wenn: f >0 

' ' ' 



1) Wegen: 



Me, 4, gj jaa 4V ^ Sm Cy. 

v-Voo f-r>-oe *>>> 
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1st nun d_ > 0. lim tf, 0, also auch lim -r-jf*,- 0, so ergibt 

?- * ''T ? 

sioh aus (23), daB zugleioh auoh lim lg(l + d r ) 0. Aadereraeits lehren 

v->-io 

aber die Ungleichungen (24), daB wegen: lim 1 , ^ 1 auch: 
(25) lim^*-'-! ftir: <J y 0, lim o\ - 0, 

V ' t-Vflo * i"V 

wofttr man (vgl. 33, S. 201, Gl (17)) ktirzer zu aohreiben pflegt 1 ): 

(26) 
v y 



Zusatz. Schreibt man die letzte Qleiohung folgendermaBen: 
(27) 



nnd berficksichtigt, daB auch: 

(28) lge-1 und: -lim(l + d)* (88,GL(17),S.201) ; 

tf-X) 

BO lafit aich Gl. (27) durch die folgende eraetzen: 

i / i\ 

(29) lim Ig (1 + d) 7 - Ig (lim (1 + <J) 7 ) . 
j-vo \j-vo / 

Man hatte auch umgekehrt zunaohat die Riohtigkeit dieter letcfcan 
Q-leiohung beweisen and sodann mit Hilfe Ton (28) in GL (26) gelangen 
kSnuen. Hierzu ware nur erforderlioh feBtzuBtellen, dafi allgemein: 

(80) 



vorauagesetzt, daB lima y a eine bestimmte positive Zahl vontellt. 1 ) 
Man hat nun: 



I 1 ) Die Bcdeukmg dieser Sohreibweiie iit ftlo folgtndti d frftglioht 
komrat eattande, wenn man fdr * lulueiiiTe di ill dnrehwtg TOO Noll TX- 
ohieden anzonehmend^n Glieder * etner im flbrigtn gam bcllftbigu Polfft mit 
dem Oronxwerte ehuetai Man bemwke, da0 dbei die Forwtoftm dr ftiBMbiM 
<f v ganc willkQrlioh w?wJn ^Oxmen. 

S) Fflx den FaUi Urn a y 1 word diet bnfti TramltrWbw nror im An- 



An TTntvl 19^.\ ViomAnWit Mi* Jlan Vail . MM ^ -- 1 AM !>. BJ a uv /-rt 
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Da aber: lim "' g * 0, also auch: lim Ig (l + * v ~) 0, so ergibt 
aich in der Tat, in ftbereinstunmung mit 01. (30): 

lim Ig a v Ig a. 

Beispiel II Nach 33, S 203, TJngL (21) ist: 

1 + 8 V < e** < 1 _ . , wenn: 
also: 



Hierans folgt, dafi: 

li < weim 



(82) 



wenn: 



1st jetzt wiederum: lim J y 0, also auoh km YZTS" "" i B0 "w 11 "^; 

wie UngL (31) lehrt, auoh lim (e j 1) 0. Alsdann ergibt sich aber 
aus (32), daB: 1 " >08 

(33) lim e 7~ 1, wenn: d y ^0 ; limd r 0, 



kttrzer geschrieben: 
(34) 

Beispiel IH. Setzt man in 31, Ungl. (Ill), S 192: A~-a v ,B-l, 
O (>, so wird: 

(35) ? (a y 1) ^ of 1 ^ p a,?- 1 (a f 1) , 

wobei das obere Zeiohen gilt, falls p < oder 9 > 1, das tmfere, falls 
< p < 1. Diyidiert man diese Ungleiohung duroh (a y 1), so folgt: 

p^""'- 1 
(36) 



1st nun lim a, * 1, so wird auoh lim a/" 1 *- (lima^" 1 - 1, imd 

t. T-> 

aomit: 
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a? 1 
(37) hm T- Q , wenn: a v > 1, hm a v =- 1, 

v->ee a r X y--oo 

oder, karzer geschrieben: 

.0 ^ 

(88) 



Setzt man a = ld, wo also: d >-0 fflr a *!, so mmmt Gl (38) 
die folgende Form an* 



(89) 

tf-J-0 

Zusatz. Man hatte die Relation (38) bzw. (39) auch, ohne auf 
Ungl. (35) zu rekurrieren, nut Hilfe der beiden zuvor ausgefuhrten Grenz- 
wertbestimniungen (26), (34) gewmnen konnen Man hat namlich 
identisch: 

i 



( ~ j j wenn gesetzt wird: Q Ig (1 +tf). 

Da sodann p Ig (1 + <J) fflr tf > den Qrenzwert Q Ig 1 d. h 
besitzt (s. GL (30)), BO ergibt sich mit BenUtzung ron (26) und (34): 



i .. 

hm i L - - lim -- hm 



und, durch. Substitution yon d fQr d", au<jh: 

,. 1 (l )? 
hm - ^= - ^- o 



a 

6. Auf der Bestimmung von Grenzwerten der Form lim-=I wo 

^^ ; 

lim a v hm 6^ ^:00 bzw. lim o t hm \ 0, beruht die Mbglich- 

*-^eo -> V-VOB ->-ao 

keit, das Unendhchtcerden bzw das Nutttcerden von Zahlenfolgen in ge- 
wissen Fallen zu v&rgl&chen und ,,der Or 6 fie nach" eu ordnen, was wie- 
derum nichts anderes besagt, als: auf Grund jener Yergleiohung eine 
beatimmte Sttkeession festzusetzen. 

Es genugt, sich. hierbei auf positive Zahlenfolgen (<*,), (J r ) zu be- 

schranken Fafit man dann zunachat den Fall ins Auge, dafi lim-^ (zum 

r-*-ae " 

mmdesten vrn weitere& Stnne) existiert, so mufi allemal etne yon den fol- 
genden drei MSghehkeiten eintreten: 



(40) hm-0, (41) 'hm~-^>0, (42) hm- 
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Da diese Gleichungen der Reihe nach anssagen, daB, fttr hinlang- 
lich grofie v, a v sehr viel (noch genauer gesagt: ~belwbig mdmal) Tdeiner 
ist als l) v > oder naheeu gl&ich, gl v ; oder endlich sehr viel ( leliebig vtebnal) 
grower als l y : so wollen wir dieses Verhalten der a vf b vt gleichgflltigwie im 
tibrigen lim a t , lim b r beschaffen sem mogen, durch die Ausdrtteke kema- 

*->00 ?->00 

zeiohnen: 

Im Falle (40) a v ist mfmtfw Uewer als & in Zeichen: (40a) a v -<l v 
(41) a, ist wfinitw gleuh c &, (41 a) a v ^ 
(42) a v ist w/Smfetr proySer als &, , t (42 a) o v 



Wenn lim -^ mcA* existiert (oder zum mmdesten die Eiistenz mcht 

r-* & v V 

feststeht), so wollen wir noch den einen Fall hervorheben, daB y schlieB- 
hch ewischen ewei endkchen positiven ZahLen bleibt und daher 

(43) c^hm-^C, wo: 0<c 



Alsdann soil gesagt warden: 

a v ist infinttar tfhiitich t v , in Zeiohen: (43a) a v ~ 6 r . 
Da hierbei die Mdglionkeit c cickt ausgeschlossen ist, so er- 
schemt der Fall der wfinitoren GleuMwt von a w und cb v (Formel (41 a)) 
als speewttGr Fall der w/Swtoren ^AnZ*Xe^ (Formel (43 a)). a ) 



1) Auf Grand dieser Tenninologie erBohemen die in 26, Nr 1 (8 149) dem 
Individuum A zngesobnebenen Behauptongen ale Auadraok gewiaser infinttHrer 
GletcKhetten Bezeiohnet man etva die Anzahl der in der Reihe 1, 2, -, n ent- 
haltenen geraden Zahlen mit g n , BO hat man, je naohdem n gerade oder wngerade, 

u 4 ^ 

fur n-*oo in jedem Falle g n ^~n. In 



dteaem Smne, d h bei dieaer besonderen Art der gegenseitngen Zuordnung gibt ea 
also TwZb BO viele positive gerade Zahlen, wie nahtrltche Zahlen. 

Bezeiohnet man ferner die Anzahl der moht-negativen, unterhalb 1 gelegenen 
rattonalen Zahlen, dexen tenner die Zahl n nioht -abersteigt, nut r n , die Anzahl 
der im Interval! von 1 (mkl.) bia k + 1 (ezkl) gelegenen, welohe die gleiohe Nenner- 
eigenachaft besitzen, mit r n u) , BO hat man offenbar for jcdcs n: r,*>>ft r n und 
daher Bchheflkch auoh. r^^.kr n In dfesem Stnne gibt ea also von 1 bia * + 1 
fc-mal BO viele rationale Zahlen, wie von bis 1 

2) Will man auoh fttr die noch ubrig bleibenden MOgliohkeiten, n&mlioh: 

a a v 

(a) UM j- 0, lim i o < oo, 



(b) Ua-t rBa " c >t Em-j^ cx>, 



r 

(o) lim.-- 0, 
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1st jetzt insbesondere: 
(44) lim a y lim & + ao , 

7->o ->oo 

so sagt mail auch, es werde: 

a v von mederer Ordwmg unendhch, als & y; wenn: -<&,, 

a, gleicher wie & a, ~6 r bzw a v i0& r , 



a v AoAerer als & y; 



oder auch: es wachse a, gleiohzeitig mit v schwacher (langsamer), 
storA; (ebenso schnell), starker (sckneller) ms UnendKche als ft,. 1 ) 

1st ferner: 
(45) limo v 



BO sagt man entsprechend (nut ztaturgemafi sich ergebender UmJcdirung 
der Begriffe ,^oAcr" und n nw<hnger tc )j es werde: 



a,, von Mwrer Ordnung Nutt als 6 V , wenn: 
a, gleicher wie l v , a, ~ & r bzw a, ^ 

als l 







oder auch: es Tconvergiere mit unbegrenzt wachsendem v st&rker (sohneller), 
ebenso stark (ebenso schnell), schwbcher (langsamer) gegen Null als &^. a ) 

sich eraer analogen Schreibweifle bedienen, BO kOnnte man beziehnnggweiie aetzens 
(a) v^v, (b) ,>&,, (o) a y >6, 

Wit wetden jedooh diese Sckreibweifle ntcht in dem obigen Smne anwenden, viel- 
mehr (analog, wie die entepreohenden Kombinationen der Zeiohen <, , nur 
in dem folgenden In dem betreffenden Zuaammenhange ateht ea firei, Oy naon Be- 
lieben tnftnitOr ttaner ale 6 y oder mfltnt&r Ohiiltoh 6, anzanehmen tisf 
1) Bcispiele 

lg v -< v (B Gl (16)), 



' > v (B GL (16)). 
2) Beiapiele. 



-^ (B GL(U)) f 
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38. Yergleichung des Unendlichwerdens YOU ro r , ef^ lg CD, 

ffir CD, > oo. 
Die iterlerten Logarithmen. Unendlichkeiteskalen. 

1. Es sei (oj eine Folge beliebiger positiver Zahlen mit dem Grenz- 
werte lira m v + o Alsdann soil zunachst die Beziehung von e a v und 

->-00 

u vf oder gleich etwas allgemeuier von (e^*)* und ro^ (^o p, c[ gleichfalls 
tehebige, aber feste positive Zahlen bedenten) ftir unbegrenzt wachsende 
Werte von v untersucht werden J ) 

Man hat fur jectes positive a (s. 33, Ungl. (19), S. 202)- 

e?> ! + >, 
und daher fttr at = - co : 



Erhebt man beide Seiten dieser Ungleichung in die (g + l) te Potenz, 
so folgt: 



und somit: 



Da der erste Faktor der reohten Seite eine bestimmte von Null verecbie- 
dene positive Zahl vorstellt (auob. wenn man _p beliebig klein, q beliebig 
grofi fixiert), so folgt welter: 

fgU^p 
(1) lim - ' -f- oo oder, anders geschrieben: (e w v)jp >- oof, 

r-^o "r 9 

in Worten: 

Jede beliebig niedrige positive Potent von <?* wird fur 
lim <o v + oo von hoherer Ordnung wnendlich, ds jede belielig 
hohe positive Potent von a> v . 

Fflr p g 1 hat man also 



y 

(la) lim + oo, also: v>-a> v 

a 



1) Der speuqlle FaHj v^ - y on^,^ f->g ^ 1 inurde berejta im vorigen 
ParagrapheD, 8. 280, 01. (16) alfi fifeispill %r den Oanchyaohen Ghrenzwertaats 



behandelt 
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Setzt man in (1) e*v o>/, also to v Ig ID/, so ergibt sich: 

i W . 
lim- + oo 



zunaohB* nnter der Voraussetzung, dafi: 

lim Ig o>/ + oo 

->-co 

Da aber lim Ig <D/ jwwfct; unendtich wird, wenn lim oi/ + oo (s 34, 



8 206 ; GI (4)), so folgt sehlieBlich (iudem man wieder co v statt o/ 
sohreibt): 



Bofern nur o v der Bedingung genflgt: lim to v + oo , also: 



lefaebig niedrige positive Potent von o v wird fur 
lima?,, + 00 von hbherer Orcbwng unendlich, alsje&e beliebtg 
hohepostiwe Potent von Ig a> v . 

Ordnet man dem Unendhchwerden oder, wie wir kflrzer sagen 
wollen, dem )} Unencflich" yon o r die ^Ordnungszahl" 1, demjenigen von 
&J (wo g>0 > ) die Ordnnngszahl q zu, BO kann man sagen, es werde 
lim efr fQr lim o r + oo wtentifaih groflvon ewer Ordnung, dieiede noch 

^ 



so grofiepofttwe ZaM q ubersteigt, oder kflrzer: ea. werde lim <P* mend- 
Uch groft von imendhch hoher Ordnung. "*"* 

Dagegen wird limlgco r und sogar lun(lgo)Js (fQr jeden beliebig 

> r-> 

groBen posikven Esponenten g) unendltch groft von einer Ordnung, die 
niedriger ist, dls jede noch so Heine positive ZoM p, oder anders *n- 
gesproohen, es wachsen Ig <o v , (lgro y ) mit o y langsamer ins Unendliche, 
ab jede noch so ntednge Potenz von o r , also gewissermaBen unendlich 
v%d langscmer, als m, selbst 

2 Man kann nun aber leioht Zahlenf olgen konstroieren, die wiedenun 
nut o r noch ,,unendKch viel langsamer" ins Unendliohe wachsen, ala lg<p t . 
Bildet man namlicli von Ig o>, wiedenun den natflrliohen Logarithms 
wobei wir zur Abkflrzung: 



, so wird offenbar mit o, auoh Ig, ID, fiber alle Qxenzen 
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Setzt man jetzt in (2) Ig o>, an Stelle von CD,, also Ig, <o v an Stelle 
von Ig CD,, so folgt zunaohst* 

Man konnte nun in dieser Relation eo y wieder durch Ig o>, ersetzen, so- 
dafi im Nenner der Ausdruck: 



eracheinen vrttrde. Fabrt man in dieser Weise fort und bezeichnet allge- 
mem mit Ig 4 m v den k-fach iterierten Logarithmus von <o v , d. h diejemge 
ZaU, die ans oo y heryorgeht, Trenn man die Operation des Loganthmierens 
fc-mal anwendet (wobei man nur von vornnerem fUr co y eme positive 
Zahl yon hinlanglicher GrbBe anzunehmen hat, deraxt, dafi Ig ra y , Ig, CD,,, , 
Ig^to,, samtlioh. positiv ausfallen), so ergibt sich allgemein: 



, 

(5) l im --i-- + o, Oder: (Ig^^^ag^,-) 9 

r-V (lg* ro r) 

Denn angenommen, diese Relation sei far irgendem bestimmtes Js er- 
wiesen wie es tatsaonhch nach Gl. (4) f ttr /j 2 der Fall 1st (da ja: 
Igro^ lgiflJ,,) so folgt, wenn man o y dorcli Ig a*, ersetzt (was wie- 
dernm ohne weiteres geetattet ist, da ja 00, kemer anderen Besohrankung 
unterliegt, als mit i/ jpo^v fiber alle Grenzen zn wachsen, und diese 
Eigenscbaft alsdann auob Ig CD, zukommt): 

(l e . a )t 

(6) lim 7^ - + oo, oder: (lg*0*> (lg* + i0 9 
> (tei+i'V 

(da ja: lg t _i (Igro,) Ig 4 o) y , lgi(lgflJ v )-lg* + i<o y ), womit die Allgemem- 
gultigkeit der Bezienung (5) for % 2, 8, 4, ---- erwiesen ist 

Bezeiohnet also (o f ) eine Folge positiver Zahlen mit dem Grenz- 
werte oo, so kann man eine uribegrensrt fortsetibare Skala von Zablen- 
folgen, namlich: 



yon der Beschaffenheit herstellen, dafi die Gheder jeder einzelnen Folge 
uncndhch wd langsamer 1 ) ins Unendliche waohsen, als diejenigen der un- 
mittelbar vorangehenden (und somit jeder vorangehenden). 



1) P. h. (B Nr. 1 am SobltQaie)- Bedduten (oo^), (m^ irgendzwei konsekutive 
Folgen jener Skala, so hat man nint nor. 

< -< <, 
aondern sogari ~" ' 
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Analog wflrdon auf Grand der Relation (1) die Zahlenfolgen: 

(8) (o>,,), (**), (***"*)> ( ee<f>> *)> ' '" 

eine uribegrenst fortsetelare Skala von eukzessive unendlich vid schneller 
ins TJnendlicbe wachsenden Folgen liefern. 

3. Es lasaen sioh aber auoh Zahlenfolgen (/) herstellen, welohe 
nioht nur unendlich viel langsamer bzw. sdineUer ins Unendliche waohaen, 
als irgendeine lesUmmte Folge der Skala (7) bzw. (8) won leliebig hoher 
Rangordnung, sondern unendlieh viel langsamer bzw. schndler als jede 
Folge (7) bzw. (8). Wir wollen diee bier an einer Skala von der Form (8) 
zeigen; auf den Fall einer Skala von der Form (7) werden wir sp&ter 
nooh zurttckkommen. 1 ) 

Wir nehmen der Einfaohheit halber a, v und ftihren die folgen- 
den Bezeiohnungen ein 1 ): 

CO") v e P\ e* e e J _W. a flV e e v 6&, 

\ v j y ; T r r v t 



,, , , 

sodafi also die Skala (8) die Form annimmt: 

W), W"), W), - (, w ), 

Dabei ist dann: 

(10) V 0) -<, (1) -<, (1) <" -r W < 

(und aogar fllr jedes nooh BO groBe r>0: (^"V) r 
Sefczt man jetzt: 

(11) JS^-^W ( V -0, 1,2,. .-),) 



;-*, 

auoh wenn man a > noch BO graft, jp > noeh *o ftWn fixlerb h*t, HIenu 
nflgfe as flbrigenu, wenn nor fttr jedei Iditiig groft flxierte r > 0: 



Denn man bxauobt nor t- =-= -- zn aetzeu, urn von diwer Utftienm Btlbuag in 

JK 

der vorhergahenden BU gelangen, 

1) 8, 9 58, Nr. 6. 

3) Hienu iei anidirfloklioh bemeilrt, dafi man unter a& 
(a fc ) ia veritehen hat. (VgL hienm 8. 79.) 

9) Bie AnfangBglieder der ZaUenfolge (J7J lautoa alioi 

o'>, j<, *,>, V" rf-. 
d. h. anageiohriebent 
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so lafit sich zeigen, dafi: 

(12) E v > e v W mid sogor: > ^e/)) r , 

w\e grofi auch % und angenommen warden mogen 
Da fur v^O: 

c" ^ 1 + v > v ( 33, S. 202, Uugl. (19)), 

so hatiman ffir v -= 0, 1, 2, : 

(13) **><9V 9 eV<eW, -,**>< 
Andererseits hat man wegen v < v + 1 : 

(14) e<"<^ 17 <. .,*,<< 

und daher duroh gleichzeitige Anwendung yon (13) und (14) a fortiori: 

(15) , W <<t' ) also speziell: <e^. 



Daraus geht zunaohst hervor, daB die Folge (j& v ) s (e v ( *>), geradeso wie 
die einzelnen Polgen (e>) (k 0, 1, 2, ), eine mowo^ow tunehmende ist. 
Wird jetzt fc leltebtg grofi fiiierfc, so hat man nach (10)- 



(16) c* + 1 > e r und sogar: > (e/>) r bei beUebig grbBem r. 
Nan ist aber nach (13): 



d. h. man hat: 

(18) # y > 

und daher, m Rticksioht anf (16), a fortiori: 



womit die ausgesproohene Behauptung (12) bevriesen ist. 

4. Im AnsohluBBe an die Skala (7) stellen wir no oh die folgenden, 
fur die Lehre von der Konvergenz unendlioher Eeihen wiohtigen Be- 
trachtbngen an. Wir setzea: 

(19) L k (m,) - a>, v lg t o>, - lg^o>, Igjj 01, (fc - 1, 2, 3, - .), 

oder auoh, indem wir der Gleiohfonnigkeit halber noch die Bezeichnung 

einfUhren: 

Iga^-ro,, 

(19a) 
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Man hat also speziell: 

(19 b) ioW " m yi L i M = to i'l8> V f I* (c3 r ) a> v - Ig a> r - Ig, (o v , . . 
und allgemein- 

) Iffij.1 o>., also: Ih.Cm^^Lij.ido^. 



Bs wachst hiernach i t (o> v ) mit CE> K um so schneUer ins Unendbohe, je 
0ro/ter A; ist, andererseits aber, wie grofi auoh A; angenoinmen -werden 
mag, immerhin wiendlich vid langsamer als o y 1+ * fflr jedes ocA so 
Kem finerte p > Denn man hat mit Beniitzung der Beziehungen (6) 
und (2): 

(21) L k (to v } < co, (lgojj* ; also a fortion: -< 0/+? (fttr (>>0), 
Wir definieren femer* 

(22) AW(J-A f 



also speziell: 
(22a) 



Ist danu p > 0, so findet man offenbar: 



_ , 

^ 



Bdndern anch, /r jedes noek so grafts 

W 

da: 



Zugleich hat man, me ^roy8 auoh ft und wie ^fem die jpotfiM Zahl 



p an- 
genommen werden mag, nicht nur: 



1) EB ut *lso' 
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Die un vorstehenden erhaltenen Ergebnisse lassen sioh folgendermaBen 
zuflammenfassen. 

1st lim ro y ~ -f oo und Q > (im flbrigen behebig klein), so hat man: 

->00 

(I) o,<aj; Ig^^ra, Igi a,- !&,-<- 

-<> lg lC >, -Ig^ro,, lg*o r -< 

(II) OJ^XD, (l&oO^^ovlg^, Og a 1+? > ' 



Die Grlieder der Skala (I) wachsen also mit v um so schneller, die 
Glieder der Skala (II) urn so langsamer ins Unendliche, je grafter Je an- 
genommen wird. Der Faktor, um den sich. ein Ghed der Skale (II) von 
dem entsprechenden, d h. zu dem n'amlichen fc gehbngen Ghede der Skala (I) 
nnterscheidet, fallt um so kleiner aus, je grofier k ist Dabei ist aber ein 
beliebiges GHied der Skala (II) nicht nur mfimtcvr grofier, als das ent- 
sprechende, sondern auch als jedes lelwlnge, insbesondere jedes 'beViebig viel 
spater auffcretende Q-hed der Skala (I). 

5 Wir knttpfen hieran noch emige fttr die Reihenlehre bemerkens- 
werte Eelationen, denen IgjO),, i*(o y ) geatlgen, falls ^^ &* & v noc h 
der Beschrankung unterwirft, mit v monoton zuznnehmen. 

Es bedeute also (M v ) eine positive, monoton eimehmende Folge 

tr 

mit dem Grenzwerte +00 Da alsdann fttr jedes v: ^ * > 1, so hat 
man nach 34, Ungl (2) (S. 206): *~ 1 



(26) 






'v-l 



Da ferner mit M v auch Ig M, monoton ins Unendliche waohst (s. 82, 
UngL (16), (17), S. 197), so ist die Folge (lg-3f r ) von demselben Charakter, 
wie die Folge ( M v ) Man darf also in (26) M auoh durch Ig M v er- 
setzen (wobei nur M v bzw. v von vornherein so grofi zu -wahlen ist, daB 
Ig M^^Qf) und flndet somit: 



(27) 



246 Absohnitt I. Kap V. Erweiterungen dee Grenzwertbegriffes. Nr. 6, 

Hiernaoh ist zu yermuten, dafi allgemein: 



- 1 



(28) 



Angenommen, diese Relation, deren Richtigkeit ftLr ft 1 und ft 2 
tatsachlich erwiesen ist (da ja: M v -L (Mj, J^-Ig JQ- ^(jg), gelfo 
/Wr irgendeinen bestimmten Wert ft; alsdann ergibt sich durch Substitution 
von Ig M v an Stelle yon M v zunachst: 



< 
> 



also mit Berfloknchtignng von UngL (26): 



(28a) 



womit die AUgemeingttltigkeit der Formel (28) ffcr ft - 1, 2, 3, . be- 
wiesen iat. 



Genflgt jetzt M r nock der weiteren Bedingung: 



(29) 



IMF 

d. h. besitzt der Quotient -=j= einen endliohen, yon Null verschiedeneij 

V 1 "> 

dberen und unteren Limes etwa A. und a (wobei aueh A - a !$ 
kann), so kann man setzen: j. 



also: 






Igif, 



und dther iohliefllioh, vregen lim Ig Jf,_ t -f- <x> 
(30) lim 
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worans dann nach derselben Schluflweise allgemein folgt: 

(31) Ig^J^ajlgtJf^i (A- 1,2,3,..-). 

In diesem Falle liefern die Ungleiohungen (28) offenbar die folgenden 
mfinitaren Beziehungen: 

(32) MS>M, MkM*-i~i,' ,,j/"* ~ T.. -fan* C*- 1 ; 2 ; 3 * ') 

Und 1st geradezu: 

(33) 

also um BO mehr auoh: 

so erhalt man: 

(34) Ifcjg, - 1^ JC.i a ^7(^i) ~ ^S) 1 ( *" 



Setzt man speziell Jtf r v + 1, 00 hat man v ~ i/ -f- 1 and daher: 
oder, anders gescnrieben: 

w 

(86) 

" 0) 






Kapitel VI. 

Zweifach unendliche Zahlenfolgen (Doppelfolgen). 

39. Umformnng einfaoh nnendlioher Zahlenfolgen In mehrfaoh 
unendliche nnd 



1. Zerlegt man eine unbegrenzte Zahlenfdlge (a^ in *wei eolche, 
die mit (afp) nnd (a) bewicbnet werdcn mfigeny die let?tgenannte wieder 
in *w& nnbegrenzte Zahlenfojgen; (a/P) und (af), nnd denkt sioh dieses 
Yerfahren unbegrenzt fortgesetzt (waa offenbar mogUch ist, da ja >fo un- 
begrenzte Zaklenfolge ironier wiedep in ^^.gpl^Jie zerlegt warden kann), 

so erhalt man an SteUe 4er 

* ; 
(1) 
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erne uribeqrenttte Reihe yon Zahlenfolgen: 



(2) 



welche als eine Uniforming oder Umordnung der nrsprttnglichen Zahlen- 
folge in dem Sinne angesehen werden kann, dafi jedem G-liede a^ der 
Polge (1) ein ihm gleiches ajfi des Schemas (2) entspricht und umgekehrt. 
Dieses gegenseitige Entsprechen Ia6t sich in der Weise charakterisieren, 
dafi dem einfachen Index, also der Zdhl 4 umkehrbar eindeatig ein J)oppd- 
vndeXj also ein bestimmtes Zahlenpaar (/, v) zugeordnet ist, und auf 
Grand dieser Zuordnung ersohemt dann das (A + !)* Glied der Folge (1) 
mnerhalb des Schemas (2) als dasjemge Glied, welches der (ft + 1)*" 1 JKb- 
lonne imd der (i + l) ten Zezfe angehort *) 

Wir bezeichnen erne solche MM6^rMrfe JJez'Ae won Zahlenfolgen nach 
Art des Schemas (2), mit anderen Worten cine Zahlenfolge, bei weloher 
an Stelle jedes emzelnen Gftwdes einer Folge der bisher betrachteten Art 
wieder eiue Zahlenfolge ersoheint 1 ), als eweifach unendltche ZMenfolge 
oder kflrzer als Doppelfolge und dem gegendber die bisher betrachteten 
Zahlenfolgen nach Bedarf als emfach unendbche oder kdrzer als einfache. 

Als Beispiel fflr die Umformung einer einfachen Zahlenfolge (a^) in 
eine Doppelfolge diene folgendes. Nach 15, Nr 1 (S. 92) laflt aioh 

1) Statt o^ achreibt man haufig anoh a^, oder, wo kein Miflvewtandnii 
mOghch, auch a^ (ohne Komma; daa Eomma let jedooh unentbehrhoh , sobald 
an die SteUe der eiofiwhen Indizea p und v eolche von znBammengesetzter Form 
treten, z. B. a pft+figv+a ) Die Sohreibweiae mit den nefceneinander gestellten IB- 
dizes enreist aich flbrigens als die ausBchhefllioh brauohbare, sobald ea iioh nm 
Zahlenfolgen handelt, die mehr ale jwrcttaoh nnendlich Bind (B Nr 8 dieses Par- 
graphen) Fflr iMifach unendhche Zahlenfolgen besitzt jedooh die un Text g-e- 
wahHe SchreibweiBe den Vorzug, veniger platzraubend und merklioh ttbersioht- 
licher zu ein (man yeigteiohe daa oben gegebene Beispiel 



2) Bolohe Zahlenfolgen Bind UDB genaq genommen anoh sehon frflheP 
gegnei Man bntueht iioh nut klar zu maohen, dafi bei einer Zahlenfolge. 
trrofcanafcn OUedem {B. 86-28) jedes Ghed in Wahrheit nur das Zeiohen fttr 
eine Zahlenfolge uL 
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jeder Index A stets und zwar nur auf eine emzige Weise in die Form 
setzen: 

(3) *-<% + c l .2 + v2+ + <V*"* 0-0,1,2, ), 
wo C , q, j ^, 4 _i entweder oder 1 smd, dagegen (BO. fttr AJ> 1) 
<*i " * zu setz en 1st (d. L 2 m a ist die hochste Potenz von 2, welohe <; A 
ist). Alsdann sollen der ersten Zeile der herzustellenden Doppelfolge 
alle a^ zugeteilt werden, deren Indizes der Bedmgung. 



gentigen, d h. alle a^ mit geradem Index (emschlieBlich der 0); der eweiten 
Zeile alle a it fttr welche: 

c -l, cii'-O, 

d. h alle diejenigen, deren Index von der Form A = 4jt + 1 ist; der 
dntten Zeile alle a it ftir welche 

c -l, ^-1, c,-0 ; 

d h. alle diejenigen, deren Index von der Form A 8fi + 3 ist us AU- 
gemein- die (v + !)* Zeile soil aus alien o^ gebildet werden, fttr welche 

C -l, q-1, ..-, c r _ t -l, c,-0 ; 
d. h. aus alien denjemgen, deren Index die Form bat: 



Die aus der Folge (a^) resaltierende Doppelfolge lantet also folgender- 
mafien: 



a 19 



Urn die Stelle aufzufinden, an welcher aim beliebiges QUed ^ der ur- 
Bprilnglichen Folge in der Doppelfolge (4) erftcoamt, injt anderen Worten, 
um das irgendeinem einfacberi Ifttiex A alq Poppelin^x zugeordnete 
^oWen^oar (^, v) zu *^**a 
bringen. Hat sodwm ii 

, welcner ist, den fede* v, so gehdrt a 2 der 
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Doppelfolge (4) an. Da ferner unter der gemachten Voraussetzung (nam- 
lich ^ Cj c v _! 1, c v 0): 

A - 1 + 2 + . . + 2*-' + r+1 2>+ l 4- . . - + c mi > 2% 
so lafit sioh A in die Form sefczen: 



wo jtt eine eindeutig bestimmte naturliohe Zahl (mit Einschlufi der Null) 
bedentet, welohe dann anzeigt, dafi a^ der (fi + l) tm Kolonne der Doppel- 
folge (4) angehdrt. 

Umgekehrt: Bezeiohnet man mit oj v) daajenige Glied der Doppel* 
folge (4), welches in der (v -|- 1)*** Zeile und der (ft -f 1)*** Kolonne Bteht, 
BO hat man: a a i; wenn gesetzt wird: A 2 1 " M p + 2 y 1. 

2. Betraohten wir jetzt eine Doppelfotge a w als die ursprlinglich ge- 
gebene, BO lafit Bioh zeigen, dafi diese flteta auoh (auf uneudlioh yiele 
Art en 1 )) in eine einfache Zahlenfolge umgeformt werden kann, d, h. ea 
lasaen sioh steta einfache Folgen (a^ herstelleu, welche jedes Glied a (v) 
etnmal und nur einmal enthalten, h 

Man erzielt dies am bequematen, wenn man die Glieder a w in Grnppen 
zusammenfafit, deren jede alle Glieder mit der n&nMche* IndexBnmme 
It -f- v <r enthalt, wahrend tf der Beihe naoh die Werte 0, 1, 2, . . . 
durohl&nf% also: 

Die Yerglftiohung dieser Anordnung mit dem Schema (2) zeigt, dafi 
man die einfache Folge (6) erhalt, wenn man die Glieder der Doppel- 
folge (2) ,,*ach Diagonateit," ordnet, wie duroh dai folgende Schema yer- 
deutlicht wird: 

fl (0) ft (0) (0) ^(0) 
*1 a t *J ' ' 
X l * ' X * 







1) Aw der Brfiteu ainer eluiifen TTmfbnaoag 

flwke erg^bt rieh j. nwnttWbiu:, dafi e. 4^, 
mm j die Qlieder jede* efafftohea Volge noot nf o&endlioh riri* Artta pt^mn- 
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Bine andere, ebenfalls eehr einfache Vorsohrift zur Umformung der 
ippelfolge (2) in eine einfaohe ist die folgende. Man fasse alle die- 

M /N 

agen oj zu emer Gruppe zusammen, fUr welehe 



entweder: 
oder: 



ui erhalt alsdann die Anordnung: 



of <" a,'" 



<" ,<" *!, a *.-.... .*>.... , 

ilche sich wiederum solieniatiBoh in folgender Weuie anscoaulioher dar- 
allen 



a (0) a a, (0) a, (0 > 



Das vorateliende Ergebnis geatattet nooh eine etwaa allgemeinere 
uffassuBg, insofern es ja offenbar freiatent, unter den a, bzw. a,^ be- 

* r* 

Bibige jJZlemente" ( 3, Nr. 1, 8. 16) zu yentehen (welcbe iwar Zahlen 
tin konnen, aber nioht zn sein branohen). Die einfach vnendKohe Folge 
jr a z wird aladann zur abttiHbaren Menge ( 25, Nr. 3, 3. 151), wahrend 
L6 tweifach unendliche der a^ (s. Schema (2)) aU eine dbtSMbare Menge 
m abftiMfoaren Mengen enoheini Bezeiohnet man eine solohe ala twei- 
tch abgtiMbar, no Iftfit aieh das Eesultat der yorstehenden Betrachtrng 
>lgendermafien ausepreohen: 

Jede Mtveifach ali Mill are Menge ist (schlechthin) ab- 



In Wahrheit erweitt sioh die frtther naobgewieaene Abiahlbaxkeit 
er rafioncOen ZaHen (8. 151), bzw. der position eckten Bfiiche (S. 221) 
diglioh als ein spezleller Fall dieses Ibrgebniaaes. Setzt man n&mlich 

^-fi^i und odann fi-t^l^,--, v-0,^^^S p nimmt 
M Schema (2) die folgeixde 
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JL A JL JL JL 
T T i i i 

8 /4\ ^ 
2 

_ _ J* 

8 8 VS/ 8 8 



1 /A\ /!A Ji 
4 U/ * U; * 






enthalt also alle positiven rafaonalen Zahlen und zwar jede nooh unend- 



lich oft, Tiftmlifth aufier jedem rednzierten Bruche noch. alle mbgliohen 
von der Form SchheBt man diese letzteren aus (wie in dem obigen 

TWg N ^ 

Schema duroh EmMammern angedeutet ist), so bleibt diejenige Menge 
znrftck, in welcher jede positive rationale Zahl emmal und nur einmal 
vorkommt Die auf S 151 gegebene Reihenanordmrng der positiven 
rationalen Zaklen resultiert alsdann, wenn man die obige Doppelfolge 
nach Diagonalen anordnet; wanrend die nach. S 221 (41) vorgenommene 
Anordnung der positiven echten Brucbe zum Vorscbem kommt, wenn 
man nach Zetten ordnet und jedeamal unmittelbar vor der f ,Haupt- 
dtagondte' 1 ) (welche auch im eraten der beiden betrachteten Falle, abge- 

sehen von dem Anfangsgliede , aus lauter auszuscheidenden Glie- 
dern J- besteht) abbricht 



3. Zerlegt man jede der unendkch vielen einfachen Zahlenfolgen, die 
erne Doppelfolge bilden ; also z. B jede Zette dea Schemas (2) wiederum 
in eine Doppelfolge, so entsteht eine dretfach unendhche Zahlenfolge. Von 
emer solcjien gelangt man in analoger Weise zu vierfach unendlichen und 
so fortfahrend zu teliebig vvdfach, etwa p-fach wnmdkehen Zahlenfolgen. 
Das allgemeine (Hied enter solchen lafit sioh in der Form: 






^ wo jeder der Indizes v lt v t , - , v p dae unbegrenzte Beihe 
der Zahlen 0, 1, 2 f zu durohlaufen hat und far v t v 9 -v p atte mSg- 



Darant?r vers^liep -^ bei dem allgcmeinen Schema (2) die Folge 
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lichen Verbindungen zu setzen sind, welehe auf diese Weise gebildet 
werden konnen. 

Wie jede einfach unendliche Zahlenfolge (auf unendlich viele Arten) 
in erne p-fach unendliche amgeformt werden kann, so kann auch um- 
gekehrt jede p-fach unendliche (auf unendlich viele Arten) in erne ein- 
fach unendliche verwandelt werden, am emfachsten, wenn man analog 
verfahrt, wie bei der Anordnung emer Doppelfolge nach pDiagonalen" 
Setzt man namlich- 
(8) VI+VB + . + 1/^-0, 

so gibt es, wenn man ff der Reihe nach die Werte 0, 1, 2, beilegt, 
zu jedem <f immer nur eme bestimmte endhche Anzahl von Zahlenyer- 
bindungen v Lr v, ? , v p) welche der GUeichung (8) geniigen FaBt man 
alle auf G-rund der Gleichung (8) durch irgendeine bestimmte Wahl 
von e charakterisierten Q-heder a nrj v zu einer Gliedergruppe A a zu- 
sammen, so enthalt die aus den GUiedergruppen A Q , A lf A^, zusam- 
mengesetzte, einfach unendliche Zahlenfolge jedes G-lied der p-fach un- 
endlichen emmal und mtr emmaL Jedem GHiede a Vi ^ . . r kommt also 
in dieser einfach unendlichen Zahlenfolge ein bestimmter Plate bzw. 
Stdl&ntseig&r zu, wenn man noch die Anordnung der GUieder mnerhalb 
jeder Gruppe durch eine passende Vorsckriffc festsetzt. 

Lafit man wieder an die Stelle der Zalden a riVt . beliebige Ele- 
mente treteu und bezeichnet die betreffende Henge nach Analogic der 
oben flir den Fall p 2 bereits eingef&hrten Ausdruoksweise als eme 
p-fach dbsstittbare, so ergibt sioh: 

Jede p-fach abeahlbare Menge ist (scklechthin) ab- 
(Millar 

40. Grenzwerte konyergenter und eigentllch dlyergenter 
Doppelfolgen. Monotone Doppelfolgen. 

1. Wir sagen, die Doppelfolge 



?!* ? 



oderkflrzer: die 

stellen. besitze den endUchen Ghwtotwert A fur <7fe*cfce^KMind tindbhdnaia 



254 AbBohnitt I. Kap. VL Zweifach unendliohe Zahlenfolgen. NT. 1. 

voneinander ins TJnendliche waohsende /* nnd v, oder kttrzer: sie besitze 
fOr p _> oo, v > oo den DoppeUimes A, in Zeiehen: 

(2) limaW-4, 

' jU,v->oo ^ 

wenn eine bestimmte Zahl A von der Besoliaffenheit earistiert, dafi bei 
beliebig (klein) vorgeschriebenem e > and passender Wahl zweier 
natflrlicher Zahlen Wj, w, die Beziehnng besteht 1 ): 

(2a) a^-A e far: {i^n if v ^ MJ. 

Diese Bedingung lafit Bich ohne BeBchranknng der Allgemeinlieit auch 
durch. folgende ersetzen: 

(2b) a -A ^s fQr: ** 1 ^ n 

f* j/ j 

Denn die letztere ist einerseits als speasieller Fall in (2 a) enthalten, n&m- 
lich wenn n x ,; iet dagegen ! ^ n,, so lafit sioh. (2 a) in (2b) tiber- 
fQhren, indem man die Jdeinere der beiden Zahlen n i} n t duroh die grofi&re 
ersetzt und diese mit n bezeiohnet. 

Man erkennt analog, wie im Falle der Grenzwertezistenz ftlr eine 
emfache Zahlenfolge 1 ), dafi es, wenn uberhaupt, immer nnr eine eituige 
Zanl A YOU der obigen BesohafFenheit gibt 

Wir sagen ferner, der Doppellimes der Folge (a>^) sei + oo bzw. 
oo, in Zeiohen: 

(3) lim o^ + oo bzw. oo , 

p,v-** * 

wenn zn jedem (beliebig grofien) A > zwei natttrliohe Zahlen r^, t t 
eiistieren, derarfc, dafi: 

(3a) a^ > A bzw. < A fur: f* ^ n^ v ^ , . 

Dabei steht ea wiedetom frei, diese Bedingongen auoh duroh die fol- 
genden zu ersetzen: 

(3b) >^ bzw. <-A far: 



1) SB aei anadxfloklioh. darauf hingewiewn, dafl die Bedingung fttr die 
EziBtenz einea endlioben Doppellimef fteinerM Foidenmg in besog anf diejenigen 
Glieder enthllt, bei denen mmdeBterui einer der beiden Stellenzeiger ft<n 1 oder 
v < 4 , d. h. in being anf die Glieder einer beliebigen endlichen Aniahl yon 2MZen 
nnd olonnn DieBelben braaohen inibesondeie nioht einmal ntuneriioh nnter 
einer endliohen Sohrwike tu bleiben, WM nnr fflr diejenigen Gbeder all notumuHff 
ioh ergibt, bei denen beide Indices gewiBBe Zahlen flbenohreiten. Man kann hier- 
naoh einer Doppelfolge.mit dem Doppellunea A eine beliebig* tndliche Ancahl gau 
irillkorlioh, z. JB eigentliob diveigenter Zeflen and Eolonnen hinxafflgen, ohne daft 
die Eziatenz jenes Ooppellimei A irgendwelohe Anderong erleidet. 

2) 8. ft 26. Nr. 1 (B 
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Die durch die Gleichungen (2) und (3) charakterisierten Moglich- 
keiten fassen wir (analog me bei einfaehen Zahlenfolgen s. 26, 
Nr. 4 am Schlusse, 3. 165) naoh Bedarf durch die Aussage zuaammen, 
dafi lim a^\ also der Doppettimes der Folge (of**) im tveiteren Sinne 

//,V--oo ^ \ /* / 

existiere. 

2, Analog wie fflr emfache Zahlenfolgen (s. 28, Nr. 1, S 167) gilt 
der folgende Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die 
Existent ewes endlichen lim a *** lesteht w der Eonvergene 

H,v-*<* * 

der Doppelfolge (a^)- Die letatere heiftt konvergent, wenn sie 
bei jedem s > einer der folgenden in ihrer Tragweite im wesentr 
lichen*) gleichwertigen Bedwgungen geniigt*) 

(I) 



Be we is. Da die Bedingung (II) (lurch Spezialisierung aus (III) her- 
vorgeht (namlick, indem man ft v aetzt) und eine weitere Spezialisie- 
rung die Bedingung (II) in (I) liberftlhrt (indem man zunaoht v n setzt 
and sodann ft, v statt n + (>, n + tf schreibt), so genugfc es offenbar naoh- 
znweisen, daB die formal die starkate Forderung enthaltende Bedingung (III) 
eine notwendige, die am wenigsten yerlangende Bedingung (I) sohon eine 
hinreichende fur die Existenz einefl endlichen Doppettimes iet. 

Ajigenommen, es sei in der Tat lim a^ eine bestimmte Zahl A, so 



lafit sich zu beliebigem * > naoh Ungl. (2 a) M I; n, so fixieren, dafi: 



1) D. h. abgeiehen. davon, daB die in alien dxei TTngleiohtingen mit a beeeioh- 
nete Zahl iwar dieaelbe bleibt, wenn man die Fonneln (I) und (II) dnroh Speriali- 
lierang am (HI) herleiUt (. den im Text gegebenen Be-weia), dagegen in (M) duxoh 
9t u ewetzen lit, wenn man van TJngi (I) oder (IQ zn (HI) gelangt, VgL im 
ttbrigen die analogen Beixaontongen, die ioh anf die Konvergenz einfaoh nnend- 
lioher Zablenfolgen btwieheo: 92, NX. 1 (8, 186, 186), 

S) ^ie die Fonn,dww B^dingnugep munittelbar Jjeigt, gilt ane& bier erne 
analpge Bemezkong, wie die in Faftnote 1 der yorigen Beite 
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und daher auch: 



Nr. B. 



a. (M l ff) - 



fttr: 



s , 







0,1,2, 
0, 1, 2, 



sodafi durch Kombination dieser beiden Ungleichungen unmittelbar 
die Bedingung (IH) als eine notwendige fttr die Existenz eines end- 
lichen lim a (y) resultiert 

,u,r--oo ^ 

Wird andererseits das Bestehen der Bedingung (I) vorausgesetzt, so 
muB zu jedem s > sich zun&chst m so fineren lassen, daB: 

tA\ I (*) n ^ m ^ ^ -- fflr 

\l \ a fi ~ ^ v 

und man hat daher speziell fttr ft v - 

^4 fttr: t 



Diese letzte Ungleichung besagt aber, daB die emfache Zahlenfolge 
*) k nver 9ent "*> a* 80 inen "bestmmten Qren0wert besitzt, etwa: 



(6) lim a - A. 
Infolgedessen laBt sich n ^ m so auswahlen, daB. 

(7) a^ A < fttr: v"^n. 
Alsdann ergibt sich aber: 

H ~ ~\/u w / "r" \ m / "*" \ ""' 

also: 



,() 

m 



d. h. sehlieBhch mit Bentttzung von Ungl (4), (5), (7): 



fttr: 



und somit naoh Definition (2b): 

(8) lim a^ - A (d. h. - hm a^) , 

fi,v-*- P r-> ' 

womit die ausgesprochene Behanptung bewiesen 1st 



1) Dieielbe besteht offenbur ana den Ghedern. dei Hdwptdiagonale dei Doppel- 
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Sind hiernaoh Iconvergente Doppelfolgen identisch mit denjenigen, fttr 
die em endlicJier Doppellimes exisfaert 1 ), so sollen andererseits, wiederum 
entsprechend einer analogen Festsetzung fur emfache Folgen (s S 164), 
Doppelfolgen mit (positiv oder negativ) iwendlichem Doppellimes als 
eigenftich divergent bezeiclmet werden 

3 Erne Doppelfolge (a heiflt monoton und zwar niemals db- bzw me- 



nials gunehmend, wenn durcJiweg (d L fur ** 0, 1, 2, , ^ 1 0, 1, 2, ) : 



(9) &*-?*<> bzw. 

1st erne dieser Bedingungen nur von einer lestimmten ,,Stdle" ab, d. h 

etwa fttr fi ^ 1? v ^ w s (dagegen Q |=- 0, 1, 2, ) erftUlt, so soU die 

Doppelfolge als schliefiltch monoton bezeichnet werden. Fttr solche Doppel- 
folgen gilt der Satz: 

Erne scldechjhin oder scldiefihdi monotone Doppelfolge (a (r) ) 
ist entweder Convergent oder eigentltch divergent. Fur das 
Ewttreien des erstgencmnten FaMes ist notw&ndig und hmrewhend, 
daft die a^ sdhkefilieh, d. h etwa fur p ^ n 1? v ^ 8; wter 
einer posifoven ZaU a bleiben. 

Beweis Bs sei die betreffende Doppelfolge zum mmdesten far 
P ^ *n v z^ n * monoton und zwar etwa m&mals abnehmend, sodaB also: 



r: ^ i ,, , ^ ,, J J - 0, 1, 2, 



Sei dann zunachst ! a (r 



/ 



etwa m demselben Umfange. DaB erne 
derartige Bedingung fQr Konvergenz notwendig erscheint, stebt bereits 
fest (vgl. 26, S. 164, FuBn. 1). DaB sie aucn hinreichend ist, erkennt man 
folgendermoBen. Aus der Voraussetzong (9 a) ergibt sich speziell ftlr 
/* v, p 6 : 

fur v g n' (wo n' die grBBere der beiden 
aufierdem bat man: ZaUen n n * ^^ 

,W 



<a 



1) Darws folgt wlederam, da6 bei einer &om>r0fl*fln Doppelfolge die | a^^ 
nur unter einer ondliohen Sobra&ke su bleiben braudben, aofeta Zu&fc Indizes fj,, 
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Die einfaohe nnd fur v ^> ' monotone Zahlenfblge (a r (v) ) 1st also 
tonvergent l )j sodafi man setzen kann: 

(10) lim a - A. 

*->iO 

Man Hat sodann fur jedes v > n': 



andererseits zu beliebig kleinem s > bei passender Wahl ron n ^ n' : 

(12) a<?>A-,. 

1st jetzt (i > n y v > n ; BO folgfc aus der Voranssetzung (9): 



= /* 

also mit BertLoksicntigung von Ungl. (11) und (12): 

A- E <a< l A 

nnd, da es fteisteht, s nnbegrenzt zu verkleinern, sohliefilioh: 
(13) hma w -4. 

/l,V-> ^ 

Bleiben die a w | fttr /*^t!> v ^ w i **^A^ unter einer endliohen 
Schranke, so mussen, wenn die Doppelfolge wieder for ft^n^j v^n* 
eine menials abndmmd* iat, for hinlanglich. grofie p nnd v nioht nur 
die | a^ |, sondern die a^ v) selbst jede nooh so grofie positive Zahl tiber- 
steigen, sodafi sicb ergibt: 
(14) 



Fnr eine schliefilioh niemcds tunekmende Doppelfolge (a^\ fiudet 
man die aoalogen Result ate ; indem man von der Bemerknng Qebranoh 
macht, dafi in diesem Falle die Doppelfolge ( a w ) eine BcblieBlioh n?e- 
mals abnehmmde iet. Infolgedeiseu ergibt si oh zunaohit: 

(15) lim (-a )--!) bzw. lim (-a '">)- + oo, , 

/4,V->W X ^ ' /K,r-- X ^ ' 

je naohdem die ct^ sohliefilioh. unter einer endliohen Sohranke bleiben 
oder nioht, und daher entapreohend: 

(16) lim a u w ~ - A bzw. lim 0^^-00. 



1) S. f M, Nr. 6 (8. 190). 

kflnn A einn nnifflvA nlr nAo>.Kva 7mM 
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Zusatz. let (a^ eine beliebige Doppelfolge, fttr welche liin a^ 



ixa weiteren Sinne existiert, so hat man allemal: lim a^ lim a ( *\ da 



es ja unter der gemachten Voraussetzung freisteht, speziell p, v zu 
setzen Dagegen gestattet umgekehrt die blofle Existenz von lim a w noch 

keinen Schlufi anf diejenige von lim a ( 'l Ist dagegen die Doppelfolge 
eine schlieBkeh monotone, so ist, wie eben bewiesen, kmo (>) stets im 

weiteren Sinne vorhanden und somit endlich oder unendlich je nach der 
Beschaffenheit von lim a^\ Man kann daher dem oben bewiesenen Satze 

fiber monotone Doppelfolgen auoh die folgende Fassung geben: 

Eine swm mindesten schUefilich monotone Doppelfolge (<* (v *) 
ist stets Convergent oder eigentlich divergent und ewar das 
erne oder das andere, je nachdem lim a^ } endltch oder unend- 
lich ausfattt. *'~*' so 

41. Die Hanptlimites elner Doppelfolge (unterer und oberer 
Doppellimes). TInelgentlich dlvergente Doppelfolgen. 

1. Wenn man die ersten m Zeilen und die ersten n Kolonnen der 
Doppelfolge (a^) (wo p 0, 1, 2, ; v 0, 1, 2, ) weglfifit, so resul- 
tiert die Doppelfolge: 



m+l 



welohe wir mit (aj^)* bezeiohnen wollen. Bei Feithaltung dieser Schreib- 
weise wflrde also der ursprttnglichen, mit dem Gliede a^ beginnenden 
Doppelfolge (a^) die amftthrliohere Bezeichnung (a^ zukommen. 

Die Gliedei der Doppejlplgpr (a^, die man ja auoh al ain/o^ 
Folge ordnen k5ttnte, betteii naoh 6, Nr, X 8 (8.309212) eine 
gewisae untere Grente pj? Wt*^ gewiie 
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Sinne, dafi g^\ Q^ entweder lestimmte Zdlilrn voratellen oder aucli 
ff^ die Bedeutung von oo ; G^ diejonige von + ou haben kann. 1 ) 

Werden von der Doppolfolge (0, 4 W )JJ, noch weitore Anfangazeilen bzw. 
-kolonnen weggelasson, mit anderen Worttm, geht mail von (o (v) )^ an 
( a /, (V) )ffl+fl ^^ (wobei eine der Zahlen Q, tt auch aein kb'nntti), so 
kouu die wttere Grenze in keinem Fallc noch tiefer winkon, H!HO nirmals 
abnehmen, eiitsprechend die obcro Grenze niemds wnchmen, aodafl also 
etets: 



sofern man un Falle ^ - - oo bssw. ff^"* + oo einor Unglichung 
von der Form 8 ): 



s -T OO 

die Bedeutung beilegt: g** ist nicht negativ-unendlioh, bzw. w 

ist nicht positiv-unendlich (also naoh Lage dor Saohe g+ 9} bzw. (? (s+w) 
eine bestinmte Zahl). v m+v 

Macht man die Emechr'dnkung, dafi die |a (p) | unter einer po- 
sitiven Zabl A bleiben, so hat man offenbar fttr jede Wabl von in 
nnd w: ff^^ A, GA, also beide endlich. lat die fragliohe Be- 
dinguug, uric wir jetitt ausdriicldich annehmen woUen, zum mind eaten fUr 
t*> ^ w', v ^ m' erflUlt, so bestelit fttr ff, Q die entspreohende Polge- 
rung, sobald m ^ m', n ^ m', Alsdann sind aber: 

l () 



zwei unbegrenzt fortsetzbare, aus bestimmten Zahleu beateKeude Polgn, 
derenereto eine nioniak abnshmnde, deren zvreite eine nisntals tun&mmde 
ist und die somit, da tiberdies ikre GHeder numeriacli unterhalb A bleiban, 
konvergieren. Man kann daher setzen: 



1) Die unttre und o6er (?rtw elner Zahlnfolg, d. h, ei&ar gwrdmim ab- 
s&Mbar&i Zfthlenmonge aind, wie aoi dex Ceflaiitloir dlaisr Begrlft torvwpht, 
offianbar von det ^Lnordmm^ der betreffenfoa ZaUen -unflt^n^^ mid kommtn alia 
der tetreffenden abzftblb&ren Zahlemnenge ftli loloher 10. 
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wo I, L besbmmte Zdhlen Yorstellen und, wegen g^ < Gr^ stets- 
(4) 1<L 

ist. Wir bezeiehnen diese beiden (unter Umstanden in erne emzige zu- 
sammenfallenden) Zahlen als die beiden Zfaupttimites der Doppelfolge 
(a^} } insbesondere I als den wnteten, L als den oberen Doppellimes a^ 
(sc ffir [i -> oo, v > oo ) und bedienen uns der Schreibweise: 



(&) 

>,?-> 

Da tibrigens nach Ungl (1) auch die beiden Doppelfolgcn ^ 

monoton sind, so hat man nach dein Satze von Nr 3 des vorigen Para- 

graphen (Gl (10) und (13), S. 258): 

(6) 



und man konnte daher I bzw. L auch defmieren als den Doppellimes der 
Doppelfolge (g) bzw. (ff W) 

2 Wir zeigen, dafi die soeben eingeflihrten Eauptlimites emei Doppel- 
folge zu deren Ghedern a ^ (von welohen vorausgesetzt wurde, daB sie 
zum mmdesten ftlr p^.m' i v^.iri numerisch unter emer endlichen posi- 
tiven Zahl bleiben) in analogen Beziehungen stehen, wie die Hauptlvnntes 
emer einfachen Zahlenfolge zu den Ghedern dieser letzteren (s. 36, S 213) r 
namlich: 

1) Jedem leliebig Uein wrgeschriebenen s > lafit sich eine 
naturliche Zahl m so euordnen, dafi dwchweg: 

(7) Za<aJ v) <L + ff, wenn: 

f 

mit anderen Worten, alk Qlieder der Doppelfolge 
derjenigm, uelche nach Weglassung der ersten m Zeilen und 
m Kolonnen der Folge (o> f ^)l tibng bleibt, Uegen innerlialb des 
ZaMenintervaHs (I s, L + B). 

2) Zu jedem leliebig kleinen s>0 und leliebig grofien n 

M, 1 Q \ 

eaastieren (unendtich viele) Zahlenpaare \ ^ n, lew \^n, 
sodap: v] * > 

(8) I-<tfW<ti ^<;^ <fl) <^ + i 
Insbesondere extstieren daher nu jeder le$ttindig alwekmendtn Folge 
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positiver ZaUen e r mit dem Grewverte monoton ins Unendliche 
wachsende FcHgen natiirlicher Zdhlen m v Mind n fi btw. r v und s v , 
derart, daft: 

(9) I-f r <<' ) <* + 1 , L-*.<a<L + , v (v-0,1,2,...). 

Beweis zu 1). Auf Grand der ftlr I und L geltenden Definitions- 
gleiohungen (3) mufi sioh zu jedem * > ein m so fixiereu bssen, daB: 

(10) i-<0. w <l + , L-*<G<l + s. 

Andererseits hat man infolge der Bedeutung von g^ bzw. O^ l) als untere 
bzw obere Grenze der Doppelfolge (<*[ v) )^: 

(11) ^JW'Ser : J||i. 
Somit ergibt eich, "wie in (7) behauptet: 

l-e<aW<L + e ftr: 



v 

Beweis zu 2). Zu jedem s > Iftfit sioh wiedernm auf Grand der 
Definitionsgleichung (3) ein n' so fixieren, daB fOr jedea n^>'-. 



AnaereraeitB mufi ee infolge der Bedeutung yon B (B) bzw. Q^\ wie graft 
anch n angenommen werden m8ge, mindestetu ein Glied a w bw. a ( ', 

/*)(>> * 

wo: f * > f ^ w, geben, derart, daB: 

flW W - W , JL W _ JL (> w 

" 



(13) ^-f<a<p + | f ff-|<.<0+;-. 
Durch Kombination der Ungleiohungen (12), (18) ergibfc siob daher: 

f"\\ 7 ,--- M ^- 7 L T ^-M^Ti 

v. A *v * * <. fl^ <;&-}-, Ju <a*'<JLf + 

fttr mindestens eb Wertepaar ** J ^ n, haw. * } ^ n, wie ^ro/8 aueh n an- 

genommen werden m^ge 1 ), also genau im Sinne dw Bbauptung (8). 

1) In Wahrheit gibt ei dann tmcndUoh ttelft ioloh Wettepaata (/, } br. 
(?, (r), da ei ja andernfalla ein ktetet geben mflflte, lodafl ei ntott mehr 
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Bedeutet jetzt ( y ) eine monotone Folge positiver Zahlen mit dem 

frenzwerte lim s v 0, so sei zunachst a w irgendein "bestimmtes t auf 
>-> *" 

frund der ersten TTngleiohung (14) sicker vorhandenes Glied der Doppel- 
)lge ; welches der Bedingung gentigt: 



(tn 
angenommen, so ergibt sich 
n o 
iederum aus der ersten Ungleiohung (14) die Existenz eines Wertepaares 

i I ^ -i . i o VQI1 ^ er Beschaffenbeit. dafi: 



araus folgt in analoger Weise: 



id bei Foitsetzung dieses Schluflverfahrens allgemein: 



anz analog ergibt sich dann aus der zweiten der TJngleichungen (14): 
a<o<L + i wo: vO und: 



amit 1st dann auob. die Behaaptung (9) vollstandig bewiesen, 

3. Wir lassen jetzt die Beschrankung fallen, dafi die a^\ fllr 

I ^> tn f unter einer endliohen Sonranke bleiben sollen. Dabei werde za- 
tohst angenommen, dafi zu jedem beliebig grofien A> GUieder a^ > A 
>rhanden eind, bei denen 1 ^ n, vie ^ro/3 auch n angenommen warden 

5ge, Aledann 1st offenbar -f do die oberb Grenze der a^ und zwar 
oh nach Weglassung beliebig vieler Zeilen und Kolonnen, sodafi also 
die Stelle der in (2) mit 
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auch der a. a 0. mit L bezeichnete Limes dieser Folge diirch -f oo zu 
orsetzen ist, d h. man hat in diesem Falle: 

(15) lim a (v) - lim , (0 - + oo . 

/(,-> oo ^ >->oo 

Enthalt dann die Doppelfolge fUr ^ L> n nur solohe a (l (0 , die oberhalb 

v \ 

einer gewissen (negativen) Zahl bleiben, auBerdem, wie pro/3 auch n an- 



genommen werden mtige, stets auch solohe a^ () , die numerisch unter einer 
gewissen endliohen Schranke bleiben, so erleidet das in Nr. 1 dieses Para- 
graphen bezflghch der unteren Grenzen gW und des witereii Doppellimee 
geeagte offenbar kerne Anderung, und ea ergibt flich demnaoh, wie frliher: 

U ^ (r) - Km g? - Z (d. h, endlich). 

,,*-> oo ^ v->-oe 

Im ubrigen treten in dem vorliegenden Falle an die Stelle der in N"r. 2 
gemaohten Aussagen die folgenden: 

1st: 

lim a^ - I, llm a (l) - + oo , 

-- ^ > ' 



so lesitten die Qheder der Doppelfolge (a^ 05 ) die folgenden ISif/en- 
schaften: 

1) Jedm a > Ztt/3^ sich ein m so xuordnen, daft durchweg: 



(7 a) Z~6<a (v) < + oo, wenn: 

* 



V 



2) Zu jeclem leliebig Meinen t > 0, beliebiy gropen A>0 
und beliebig grofien n existi&ren (unendlich viele) Zahlenpaare 



f*l . - p) . 

B J*nta.. a Ji, 

(8.) l-t<a? 



wsistieren KU jetiter position wonoto* gsgm Icon- 
vergierenden Folge (* y ) twkZ'jt* jeder manoton naoh + oo diwgb- 
rendeti Folge (A v ) monoton ins Unendltihe wachsendt Folgm 
naMrKcher Zahfon m v , n v Two. r yt * derart daft: 



(9a) 



Die rorstehenden Aussagen, soweit sie iloh auf den wttren Doppel- 
limes I beziehen, bedfirfen keiner iiSheren Begrdndung mehr. Dai gloiohe 
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limes beztiglichen Teil von Ungl (7 a), da dieser ja lediglich etwas m 
jedem Falie selbstverstandliches aussagt. Im iibngen bemerke man, dafi 
die Voraussetzung lim a' = + 00, d. h. lim Q^ + oo die Beziehuug 

H,v-*-to P >>< 

fit w + oo f Or jedes endliche v involviert, da ja in jedem Falle die 
Folge der 0-^ (v 0, 1, 2, ) eine ni&mals eunehmencle ist Hieraus 
resultiert aber ohue weiteres die Bichtigkeit der in der zweiten. Unglei- 
chung (8 a) entnaltenen Aussage. Der tTbergang von Ungleicliang (8 a) 
zu der entsprechenden in (9 a) kann dann (abgesehen von del als eelbst- 
verstandlich sich ergebenden Abanderung) in ganz analoger Weise voll- 
zogen werden, me derjemge von Ungleichung (8) zu Ungleiehung (9). 

Auch bietet es nioht die germgste Schwierigkeit, das obige Keeultat 
in entsprechend modifizierter Form auf die Falle: 

(16) lim a. t w - oo, lim" a w - L (d. h. endlich) 

^,v--eo ' /*iV->-oo ^ 

und: _ 

(17) Lmaj -- oo, hm a M w - + oo 

(i, p->w ^ //,r->o ^ 

zu ubertragen. 

4 Es bleibt nooh die MSglionkeit in Betracht zu ziehen, dafi der 
untere und obere Doppellimes zuaammenfaUen. Ist zunachst: 

(18) lim a w - llm a w - A (d h. en^Zw*) , 

ti,*-*-a> ' ^,V->-<io ^ 

so geht die Bezienung (7) (3. 261) in die folgende fiber: 
A-s<aV<A e d. h. a w -J.< fi fttr: 



welche im wesentliohen mit der tJngleiohung (2b) des yorigen Para- 
graphen (S. 254) tibereinstimmt und auasagt, daB A der Doppettimes der 
Folge (a w ) und dafi diese letztere daher Convergent ist. Han hat also in 
diesem Falle mit Benutzung einer frtlher 1 ) eingeftibrten Sohreibweiee: 

(19) 

Umgekebrt mtissen pffpnlmr wn^rer und olerer Doppellimea zusom- 
menf alien, wenu die Doppelfolge (a^ konrergieren soil, da in diesem 
Falle die Ezistenz JBW&&* Beziefeungea von der Forjaa (8) ' mit 
denem I und I> (8. 



1) S. 86, Nr. 8 (8 818, GL (27), (28)) 
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Es kann aber auch der Fall eintreten: 

(20) KmaM- + oo. 

H,v+*> 

Denn, wenn auch g^ fur jedes emzelne v einen bestimmten Wert besitzt. 
(abgesehen von dem Falle gW oo, etwa ffirv 0, 1, , n) 1 ), so kann 
doch die MewaZsa&efoewfeFolgeder# v Wnaoh + oo divergieren. Daatete: 

(21) Hma<^IinTa M (wegen: 9?&Q?)> 

H,v-+t /i,y^oo ' * 

so folgt, daB in diesem Falle auch: 

(22) lETa (r) - + oo 

l*,v+ * 

sein muB. Da im ttbrigen die Beziehtmg (20) (d. h, lim gj& + oo) 

*> 

offenbar erforderi, daB alle a^ filr hinlanglioh grofie (i, v jede nooh BO 
grofie positire Zahl ttbersteigen, BO hat man auch: 

(23) lim a"' - + oo, 

H t v-**> ^ 

sodaB also wiederum die Beziehung (19) in dem Sinne besteht, daB alle 
darin auftretenden Limites die Bedeutung von + oo haben (wenn auoh 
nioht mehr im Sinne einer wirkliohen Q-leickhftt, wie sie ja nur zwiaohen 
endlichen Zahlen beatehen kann). Die Doppelfolge (a^) dwwgitrt dann 
eigentlich, namlioh naoh + oo . 

Das entspreohende ergibt oich sodann im Falle Unfa (t) oo ; 

/J,".iO ^ 

weloher fltets die Beziehungen lim aj' } oo und lim a M ~ oo naoh 
sioh zieht. "' e 



Die honvergenteti und eigenttich divergmten Doppelfolgen Bind somit 
charakterisiert durch das Zusammenfallen der beiden HauptlimiteB,' also 
durch die Beziehung; 
(24) lim 

(U,V--00 

DemgegenflbersoUen alle Doppelfolgen (a^), bei denen die beiden Haupt- 
limites verschieden ausfallcn, in welohem Falle dann steta 

(26) 



tein mufi, als uneigentlich divergence bezeifchnet 

1) Bi kOnnte sog*r g^ - ^ oo lein fflr^^K, Dli. MtfgUohkdt leluidet jtdooh, 
in dem vorllegenden ZtuamxaeuhangA aui, <U ji, in diiem Falle i lia< W oo^ 



) Ygl die Aalogie mit den einfeoh xmendliohen Zahleafolgtn f 86, Nr. 

/A eons 
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5 Um den rorstehenden Ergebnissen nooh eine andere, besonders 
anschauhche Form zu geben, wollen WIT die folgende Ausdrucksweise 
emfiihren Wir bezeichnen eine aus der Doppelfolge (o^) lierausgehobene 
einfache Folge 

"') (" = 0,1,2, ) 

als wesentliche*} Teilfolge f wenn die Indizes m vt n v "be%de mit v ins Unend- 
liche wachsen, und speziell als regulare Teilfolgen, wean dieselben monoion 
zunehmen. 9 ) Alsdann ergibt sich: 

1st km a l r km a^ L, so existoeren Jconvergente regu~ 



Idre Teilfolgen imt den Grentwerten I und L (a. die Unglei- 
chungen (9), S 262), und es gibt "keine regulare Tedfolge, wdche 
einen Tdeineren Qrenewert cUs I oder emert grbfl&ren als L hat 
(s Ungleichnng (7)) 



1) ,,WesenHich" f weil anf Qnmd der Ergebmsse dieses und des vorigen Para- 
jraphen (vgl insbesondere 8 254, Fufln 1) nur die BO bezeichnete Art von Teil- 
'olgen fflr den Konvergenzoharakter der Doppelfolge weaentlich eracheint 

2) Das einfaohate Beiapiel einer regulttren Teilfolge, namlioh (o/^), Hefert 
lie Hauptdiagonale der Doppelfolge (B dai Schema (2), 8 248) Andere einfache 



tfan kann den Verlauf beliebigez Teilfolgen innerhalb des obigen Doppelreihen- 
chemaa sehr tLbersiohtlich geometriach oharaktenaieren, wenn man die a^ ale Be- 
.eichnungen der einzelnen Punkte einea ganz nach Art des Sohemas (2) angeord- 
leten guadrattsofan Punktgitters anaieht D. h. man denke flioh yon einem be- 
lebigen Punkte ana znnaohst horizontal nach rechta and yertikal naoh nnten je 
me unbegrenzte Gerade und zu dieaen beiden ,,Ach8en tc weiter nach unten bzw. 
laoh rechta unbegreuzt nele aquidutante Parallelen gezogen. Demjenigen ,,Gh,tter- 
ntnkte", in welohem aich die v to Parallele zur horizontalen und die p u zur verti- 

alen Aohae aohneiden, entapricht dann. die Bezeiobnung a f ^ (/*>!, v > 1), 
peziell a (0) dem Anfangapunkte, a^ bzw. a ( ^ den Gitterpunkten auf der hori- 
ontalen bzw. vertikalen Aohie. Terbindet man sodann die irgendeiner Teilfolge 
ntapreohenden Gitterpunkte dutch eine mOglicihit einfaoh and zweokmaflig aus- 
ewahlte Linie, so kann dieie all geoifittnachea Oharctkteristikwn der betreffenden 
"nlfolge gelten Hiernach ktJnnte man dann die Folgen (^+ p ) ( a r" + ^) a ^ B za r 
Tauptdiagonale paroXUJe bezeichnen, da die ihren Gliedern zugeordneten Gitter- 
unkte offenbar auf einer durch den Pnflkt a^ bzw. a ^^ gehenden Parallele zur 

[auptdiagonale liegen; analog die Folgen (0^+0)' ( a r^ + ^) deren zageordnete 



^tterpnnkte aaf einer darch die Pankte a< and alnyr. t$> and a r p + s) be- 



lunmten Geraden liegen, ala geradlfnige, die Folgen (^'*^)t ( a p\ty al * jwtra- 
asf 
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1st hm a (>) I, hm a (r) + oo, so emstieren regulare Te^l- 

}!,**> *" X/,V-> ^ 

/b^ew wni den Qrennwerten I und + oo (Ungleichung (9 a), S 264), 
und Tceine solche mit einem Grenzuerte Kleiner dls I (s. Unglei- 
chung (7 a)) 

Analoges ergibt sich, falls hm a (J oo, hm a [ |J L bzw. + oo. 

ft,* -+oo P ft, r->oe 

Ferner folgt fflr den Fall hm a (v} hm aj r) (endlich oder unendlioh): 

//jV-^oo ^ //,-*-e 

Istf rfte Doppelfolge Convergent oder cigentlich divergent, 
so gilt das entsprechende von jeder wesentlichen, insbesondere 
von jeder regular en Tedfolge (s. 40, Ungleichung (2b), (3b)). 

Es gilt aber auch nmgekehrt folgendes: 

JEine Doppelfolge ist Convergent Imiv eigentlich diver- 
gent, wennjede regulare Teilfolge die entsprechende Eigenschaft 



Wenn namlich die regularen Teilfolgen lioniergieren, so kann, 
Each dem unmittelbar vorangehenden Satze die Doppelfolge fames falls 
eigentlich dwergieren Sie kann aber auch mcht uneigentlich diver gieren, 
also mcht gwei verschtcdene Eauptlimites besitzen. Denn wSre dies der 
Fall, so konnte man nach den zuvor ausgesprochenen Satzen aus der 
Doppelfolge zwei regulare Teilfolgen herausheben, sodafi jede derselben 
einen anderen der beiden Terschiedenen. Hauptlmrites zum Grenzwert hat. 
Aus diesen beiden. heBe sich dann aber duroh Yereinigung passend aus- 
gewahlter Glieder erne wiederum regulare Teilfolge mit jenen beiden ver- 
sohiedenen Hauptlimites, also eine uneigentlich dwergente bilden, was der 
Voraussetzung widerspncht Die Doppelfolge mufi daher tatsftchlich 
ftonvergteren 

In ganz analoger Weise erkennt man die eigenfliche Divergene der 
Doppelfolge, falls alle regularen Teilfolgen eigenthch dwergieren. 

Als Zusatz zu dem zuletzt ausgesproohenen Satze ergibt sich un- 
mittelbar nooh folgendes: 

Wenn alle regularen Teilfolgen ewer Doppelfolge "kowergieren,. 
so lesiteen sie durchweg denselben G-renewert. 

Wenn eine regulare Teilfolge verschiedene HduptUmites oder 
wei regulare Teilfolgen verschiedene Limites lesitsen, BO ist die 
Doppelfolge uneigentlich divergent. 
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42 Die einfachen und iterierten Zeilen. und Kolonneulimitea. 

Gleichm&fiige Konvergenz, Diyergenz, 
Beschranktheit und TJnbeschranktheit der Zeilen und Kolonnen. 

1 Im Q-egensatz zu den wesentlidien, insbesondere den regiMren 
'eilfolgen emer Doppelfolge, deren jede emzelne f(ir den Konvergenz- 
harakter 1 ) der Doppelfolge m gewissem Umfange als maBgebend erkannt 
'urde, ist das Verbalten solcber Teilfolgen, bei welchen der eine Index 
nter einer endlichen Schranke bleibt und nur der andere ins Unendliohe 
racbst, deren Qlieder also nur emer endhchen Anzahl von Zeilen oder 
Kolonnen angeh8ren, in dieser Hmsioht ohne jeden bestimmenden Ein- 
ufi, da ja das gleiche sogai von der Gesamfheit der emer endlichen An- 
ahl yon Zeilen oder Kolonnen angehSrenden Gkeder gilt (vgl. S. 254=, 
^ufin. 1) Dagegen liegt doch Idar auf der Hand, daB die unbegrenete 
7 olge der Zeilen bzw der Kolonnen, aus denen die Doppelfolge besteht, 
ait jenen Eigenschaften, die wir als den Konrergenzcharakter der Doppel- 
olge bezeichnet naben, in emem gewissen Zusammenkaiige stehen mufi 
5ei der Feststellung dieses Zusammenhanges geniigt es offenbar ; ewe 
lieser beiden Kategonen von Teilfolgen, etwa die Zeilen ins Auge zu 
assen, da alle auf diese letzteren sicb. beziehenden Ergebnisse mutatis 
nutandts umnittelbar aucb. auf die Kolonnen dbertragen werden kbnnen 

Die GUieder emer beliebigen Zeile der Doppelfolge a w , also: 



Vo v eine beliebig ausgewahlte der Zahlen 0, 1, 2, bedeutet) besitzen 
ainen unteren und einen oberen Limes (die eventuell aucb zusammenfallen 
konnen), etwa: 

lim a (v) a (v) bzw oo 

(l 1 ) _ (> ) 1 ^ J J i J J 

a ^ a bzw = + oo 



wo a w und aW bestimmte Zablen vorstellen Falls jene beiden Limites 
zusamraenfallen, also lim-it^ z.ujn mondesten im weiteren Sinne eocistiert und 

/1-fOO ^ 

die durcli den Index v enaraktensierte Zeile der a w (^t0, 1,2, ) 



1) Darunter Tfitsteten wii die'etwaage Bxistenz emee DopprfluneB bzw, das 
Auftreten versdhtedenar JETatfptlimiteg emBcMieflhcli derjemgen tTnteraolieiduiigen, die 
wiederuiQ, nooh ana dei ^odlio^keit bzw, Unewiliclikeit der betreffenden Limitea 
reanltieren 
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demnaoh erne Itonvergente oder eigenthch divergente Folge bildet, so tiitt 
an die Steile dieser beiden Beziehungen eine einzige yon der Form. 

(2) luna w Lma w a (t>) bzw -f oo oder oo 

^->eo ** /*-*& 

(wo also o w den gemeinsamen Wert von aW und a^ vorstellt) 

Bildet man sodann die beiden (eventueU auch in eine einzige zu- 
sammenfallenden) Folgen: 



(8) 



/J->-OB 



welche darchweg oder wenigstens von einer bestimmten Steile ab uus 
endkchen Zahlen bestehen kOnnen, aber auch unendlioh oft oder sogar 
bestandig die Zeichen + oo oder oo enthalten ko'nnen, so koramt in 
jedem Falle (vgl. insbesondere 41, Nr. 3, S. 264) jeder dieser beiden. 
Folgen ein gewisser unterer und oberer Limes zu, in Zeichen 1 ): 

(4) lim bm a (v) , lim lima^ bzw. lim lima^, Urn 



Die beiden aufieren dieser vier (eventuell auch teilweise oder 
lich zusammenfallenden Limites) wollen wir ale den itenerten unteren und 
den vterierten oberen Zederibmes bezeichnen. Duroh wiederholte Anwen- 
dung der bekannten Beziehung (s. 36, Nr. 2 ; 8. 217, Gl. (22)): 

km c < lim o 

.... - 

ergibt sich sodann: 
Hm 

/-\ 

lim 



r->oe 



1) Man tohieibt zaweilen, un die Trennung und Eeihenfolge der vomuaehmen- 
det GreMvertbildnngen noch etwas deutlicher mm Aaidraok zu bringen: 



dooh dflrfte vohl auch bei Weglaaaang der betreffenden Klammern die MfigUoh- 
keit einei MiBventandnineB auigeaohloBgan enoheiqen. Immerhia warden vir uni 
besondner DeutUohkeit zuUebe gelegentlich dieittc 8chmbirije bedlnn und don 
in Kbunmern befindliohen Limei &!B den tnntren bezeiohnen. 
>) Dftgegen kann: 



z. B. 



80 folgt 
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Sind jene beiden wfieren Limites einander gleich, so mtissen aucb 
die beiden imttteren mit ibnen eusammenfallen. In diesem Falle exishert 
also inn weiteren Swne (d h als beatimmte Zahl oder als <x> mit be- 
stunmtem Vorzeiohen) der Qrenzwert: 

lira 



der dann als itenerter ZeilenUmes sobleonthin bezeichnet werden moge. 1 } 

lim a ^ v ' e*= ( I)* 1 



ilso _ 

lim bm a/ 1 ' 1 

1 ->/<-. DO ' 

hm hm a^ 8 

, , , y^-ao^^-oo ^ 

ind aaher: _ 

Em hm a^ 1 '^ < hm lim o^ 

- -- 



r ertauioht man dagegen in dem obigen Beispiele fi nnd v, aetzt also. 

^-( 
o folgt. 



, , 

nd aodann* 

hm hm a W _ 3 

t->oo !-> ^ 

hm Sm o W 1 , 

v--oo ^->fl ^ 

n. 

Hm" Ija a W > linj. Em a 



1) Jeder Grenzwert einer konvergenten Folge aUgemeiner reeller, i 
rattonaler Zahlen ul (r) (vgl. 28, Nr. 2, S. 169} kann ah ein soloher itentrter Ztilen- 
met anfgefafit werden, Wird namlioh A^ deflniert duroh die konvergente Zahlen- 
Ige fa Wl (u 0, 1, 8, ), so hat man auobf A^ Jim a$ und daher: 

1 M J /U->li ^ 

Urn ^W- lim lim< v) . 

->oo t-^eOjU-^** ^ 

Ein einfaohei Beiapiel fttr die Exutene des tterierten Zeiknhma bei gleioli- 
itiger Kiohtexiiteni jedef imtlmm -JSfttenW^w liefext die Doppelfolgc: 



an hat in dieienpi 
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2 Wir zeigen zunachst, daB man den vterierten unteren bzw. ob&ren 
Zeilerilmes stets durch einfache Limites (also ew&i nacheinander auszuftth- 
reude Grenzflbergange durch einen einsig&iri) ersetzen kann. Els gilt n&m- 
hch der Satz: 

Aus der Doppdfolge (a^) lassen sich stets regvUdre Teil- 
folgen aj?'*, a so h&rausheben, 



(6) hm a*? = hm hm a w , hm a r w - HnT Em" a ( 

" -- - ' - * - - 



Beim Beweise haben wir zwei Palle zu untersoneiden, je nachdem 
die betreffenden Limites endhch oder unendlich ausfallen. 

Fall I. Es sei zunachst: 
(7) km hm a j v) a (wo a eine bestimmte Zahl). 

r->e ,u->-ao ' 

Diese Yorausaetzring scnliefit zunachst keineswegs aus, daB in der Folge: 
(8) 



das Zeichen oo in endlicher Anzahl, das Zeichen + sogar unendlich 
oft voikommt: mchtsdestowemger muB sioh auf Grund der Definition 
des unieren Limes einer einfaohen Folge (s 36, GH. (20), S. 217) aus der 
Folge (8) eine Folge endlicher Zahlen, etwa: 

(9) Lm a, w - a (tt \ hm a w - a w , . . ., km a - a ( ^ - - . ., 

(!!- ^ /<->-oe ^ /(-^ao ^ 

mit dem Qrenewerte a herausheben lassen, sodafi also: 

(10) lunaW-a, 

y-^eo 

also mfolge der Voranssetznng (7): 

(11) lim a^ - km km a (r) . 



Da andererseltfl naoh (9) a ( *^ den un^rdn Limes der Folge (a 
(far: ji ; 1, 2, ) vorstellt, so mufi es zn jedem s > und zu jedem 
einzelnen w, unter den Zahlen a^ unendlich vide geben, so daB: 



Wird jetzt eine Folge positiv abnehmonder Zahlen e mit dem 
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werte lim s v angenommen, so existiert also eme erste natiirliche 

T->00 

Zahl m Q) derart, daB: 

S M -.*?*** + .; 

Bodann eine erste Zahl m 1 > 0; sodaB: 

^-'i^^ + 't. 

So foitfahrend erhalt man eine Folge wachsender Zahlen m v (y 0, 1, 2, - ) 

und nut diesen eine reguldre Teilfolge fa?"*) der Doppelfolge (a <v) ) , von 
der Beschaffenheit, daB: 

(12) &-, 9 ay>a + ,, (-0,l,2,- ), 

and man findet dah.er, da lim a (n >' naoh Q], (10) eine besfcimmte Zahl 

->0 

vorstellt ; mit Berticksichtignng yon Gl. (11): 

(13) hm SmaW-limaJW 

r-*-oo /<->( ^ r--oo ^ 

In analoger Weise ergibt sich eine Beziehung von der Form: 

(14) hm bSfl w -lima r w , 

- -- ^ - v 



v->oe 



zuuSchst wieder unter der Yoranssetzung, daB dieser iterieite Limes end- 
lich ausfallt und zwar am einfftchsten, wenn man davon ansgeht, daB 
( lim lim a w ) den entsprechenden unteren Limes ftir die Doppelfolge 

X - ** ' 



Fall II. Es sei jetzt: 
15) lim lim a w oo 



luf Grand dieser Voraussetzung muB eioh naoh Annahme einer Folge 
positiv wachsender Zahlen A v mii dem Grenzwert lim A v + <x> aus der 



X) In dem besonderen Falle^ dafl alle Zeileti konvetgieren nnd ihre Gre^z- 
yerte vieder euxe konvexgente Folga liefotn, ergibt sioh Uo eine Begdehung von 
ler Form: 

Ian lim a W PW lim tffr ) , - 

" 



I. h, man kann einen aoloaen itorfalen ZtilfyJimea dnroli den ettt/beflftn Zww einer 
^Wrt Teilfolge efteteea. Eifte in^duag diesei Primtt)H 'ftridet aidh scnon in 
[ 88, Nr. 8 (8 169, GL (9)). * , *. 
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Folge (8) erne unbegrenzte Folge von Gliedern 1 ) limn,! 1 " BO heraue- 
heben lassen, dafi: 

(16) lim *>'<-- 4, (v-0,1,2,--)- 

/4->0 

Aus der Bedeutung yon Jima.!"' 1 flgt dann welter, dafl unter den 

/<->> ' 

Zahlen a (Bl>) zu jedem einzelnen v wiendlich viele vorhanden sein mtlasen, 
sodafi: 

(17) a<-4, (*-0,l,a,...). 

Man kann dalier ganz analog wie im Falle I zu n , t , H ; eine stctffende 
Folge nattirlicher Zahlen 0; m 1? w 8; so auawBhlen, daB: 

a} - wo also: 



and somit: 
(19) 



d h. wieder, vie behauptet: 

(20) bm 

V ' V^-ao 

Entspreohend ergibt sich: 

(21) llnT bnT a u (>>) - lim a, w , falls: hm Iim aj - + oo . 

*->ofl (U-^oo ^ *->* * ?--oo ^-*-o ^ 

Sollte BchlieBlich eine der Yoraussetzungen besteben: 

(22) lim lim a + oo baw. lim Hm a w oo, 

r->oo /*--M ' V->e ,u->-oo " 

so folgt aue Gl. (5), dafi auoh: 

(23) hm hm a| y) + oo bzw. lini lim a ^ oo, 

- " " 



aodafi die Gflltigkeit der in Frage stebenden Beziehungen an* den zuvor 
abgeleiteten (21) bzw. (20) iwmittelbar hervorgeht, 

8 Es erschemt ftir den weiteren Fortgang dieser Untenuohonga 
erforderlioh, in bezug auf die sukzeseive AunUkanmg der Zfthlea a^ ] an 
die betrefPenden Zeilenlimites lim a^ ] gewisae Untertohflidungen in tareffea 

und diese durch geeigneie Bezeiohnungen zu oharakteri0ieren. 



1} Die Glieder Hm a d^eeer F olge ktoqen dmohweg n4Ko?i <J4 
bzw 
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Wir fasaen zunachst den einfachsten Fall ins Auge, daB jede Zeile 
zuin mmdesten far v ^ n Jconvergiert. 1st dann etwa 4 

(24) hm a ^ - a (r) (v- w, w + 1, + 2, . .), 

/t->oo ^ 

so besagt diese Voraussetzung ledighch folgendes: Fur jedes ewzelne v^.n 
existiert erstens eine bestimmte Zahl oW und aweitens zu jedem (behebig 
Idemen) s > eine Wet77S<e Zahl ?, sodaB 



(25) 'a^ W| ^, wenn- .u^w,, (v ,n + l, 

Dabei werden die Zahlen wt^ aufier mit e im allgemeinen auch nut v 
veranderlich sem, und ee erscheint insbesondere mcht ausgescblosBen, 
daB sie, sobald emen gewissen Kleinheitsgrad erreiclit bat, zum Ted 
oder samtlicn zugleich mit v uber alle Grentsen wachsen. Das letztere 
kann auch beztlglich der i a,W \ der Fall sein Wena einer dieser beiden 
Falle emtntt oder auch beide zugleich, so sagen wir, die ZetZew seien 
wngleichmafag Convergent. 

Wenn dagegen bei jeder Wahl von s fttr die Zahlen m r em le- 
stmmtes endliches Maximum m yorhanden ist und die , a,W unter emer 
endlichen Schranke A bleiben, so laflt sioh die Bedingnng (25) duich die 
folgende ersetzen- 



.a o,^, wenn f*^n (v-n, + 

wobei jetzt m eine nur noch von 6 abhangende, f(lr alle v^>n unvertinder- 
liohe Zahl bedeutet und \a^ <A bleibt. In diesem Falle sollen die 
Zeilen als gleichmdfiig Convergent ffir v ^ n bezeiohnet werden. 

Analoge Untersoheidungen treffen wir filr den Fall, daB alle Zeilen 
zum mindesten ftir v ^ n eipen&ich divergent sind, daB also: 

(27) lim a^ r) - -f- oo bzw. - - oo (v-w, n-\- 1, n + 2, ) 

ft-*at ^ 

Dies besagt, dafi zu jedem (noch BO grofien) A > ftir jedes emeelne v 
eine kleinste Zahl m v existiert, flodaB: 

(28) a ( >A bzw. <-A, wenn: ti^m v (v-v, 



Haben alsdann bei jeder Wahl von A die m v ein Iwtwmtes endliches 
Maximum m, sodaB also die Bedingung (28) durch die folgeade ersetzt 
werden kann: t 



(29) .> 

so soUen die Zeilen gleichtttfffl dvwpeti fflr 
dagegen, Vena 



276 Abschnitt I Kap. VI Zweifach unendhche Zahlenfolgen Nr. 8. 

mum nicht vorhanden ist, sodafi also die m v gleichzeitig mit v zum Teil 
oder samtlich ins UnendlicJie wachsen 

Beispiele 1) Die Zeilen der Folge (~~) t s" 1 ^ ffleiclinidfiig Icon- 
vergent. Man hat namlich: 



also: 



Wird also > beliebig klein vorgesohrieben, darauf m so fixiert, 
daB J - < f . so folgt: 

^ CBS / O 

I a M - lima 1 ' -^^fi fttr /t^w und z>-l ; 2, 8, . 

1 ^ /l/--eo ^ (* 

2) Die Zeilen der Folge (ft + v)J sind gleichm&fag divergent Denn 
man hat* 

o^-p + v, lima w - + oo, ai^ fttr v-0,1,2,-.-. 

/U"^80 

Wird also J. > beliebig grofi vorgesehrieben, sodann m > A an- 
genoinmen, BO hat man: 

a^ >w>J. fttr (i^m und v * 0. 1, 2. . . 

p* 

3) Die Zeilen der Folge (f-j^p^s) Biad ungleiohmttfiig Conver- 
gent, Aus: 



folgt naralich: 



Yersteht man unter n eine beliebig grofie uatttrliohe Zahl und setzt 
sodann v n, d. h. fafit man eine Zeile von leliebig hohem Stettenteiger 
ins Auge, BO wird allemal: 



a lira a 1 (also wfcW beliebig klein). 

Es 1st also nicht mtfglioh, dem absoluten Betrage der Differenz a ( * } lim a^ 

** /->- ^ 

lediglich duroh Fixierung einer passenden unteren Sohranke p m fttr oZfe i/ 
gewiuen Kleinheitsgrad zu siohem. Im' tibrlgen trltt das Wesen der 
vorhanden en uMfJj*ieihm/iBifiAn. 
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schaulioher hervor, wenn man sioh eine Anzahl Glieder der gegebenen 
Doppelfolge nach Zeilen und Kolonnen geordnet anschreibt: 

1 ' 9* A* it> 

Q 1 2 8 u, 



1 + 1* 1 + 2 1 1 

1 * 1 * 9* 

1 Q 1 2 



14- 1 1 14-1* 14- 2 1 i-Lfu ; 



2> '' o *' 



1 + 2* 1 + 1* l + l 1 14-Oi 2) 1 

T+T 1 7+2 T+T 1 ' i+~6*" "8) 1 



Es zeigt sich, dafi die Glieder jeder emzelnen Zeile schlieBlich le- 
stdndig zunehmend der Grenze 1 zustreben. Aber dieses Zunchmen der 
Glieder beginnt jedesmal erst rechts von dem Gliede der Hauptdiagoncde, 
welches in jeder Zeile heifit: die sukzessive Annaherung der Glieder 
an den Grenzwert 1 wird also mit jeder Zeile urn eine Stelle weiter Mnaus- 
geschoben. 

(ILV \ 1 
n i) sind ungleichtnafiig Conver- 
gent. Man hat in diesem Falle- 

B/ W__^_ i __ : _L r> ii ma O) -0 ^ v _i,2,3, 
also: 




' ^ /->08 f 

und daher fttr jedes noch so grofte n: 

n l _ 1 
" ifn* ""* 2 



Die Glieder jeder einzelnen Zeile konvergieren hier schliefilioh lestdndig 
dbnehmend gegen den Grenzwert 0. Aber das Abnehmen der Glieder be- 
ginnt wieder jedesmal erat rechts von der Ha^ptdiagonale, deren Glieder 

a^ } dorohweg y eind. Bedeutet femer jp eine beliebige ratttrliche 
Zahl, BO findet man: 



d. h. das Glied f it welches fttr v 1, d. h in der rste Zeile, fQr 

(i-*p zum Yorsohem konmit, also, an der jp*" 1 SteZZe stehi > resultiert in 
der n 4 * Zeile erst for /i ^-|), steht also dort erst an der |)n tea SteUe: es 
aJso mit tartar HAIIATI Zoile. abcrefiehen von der Canoh sohon im, 
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vorigen Beispiel hervorgetretenen) Hwausschiebung der Tendenz, dem 
Grenzwerte zuzustreben, eine bestandige Verla/ngsamung des Annaherungs- 
prozesses (hier der GUiederabnahme) statt. 

5) Als wngleichmafiig Convergent haben ferner die Zeilen der Folge 

+ v\ zu gelten. Zwar hat man hier: 



also: 



und daher genau so wie bei dem Beispiele 1): 

ifl^-limoj .^ -^ fur /i^w^- und v-1,2,3,.- 

1 ' jU->eo i U l^ S * - - - * //' 

Dagegen ist hier die Bedingtmg mcht erftUlt, dafi die | aW j (wo 

a w lim a (>) ) unter emer endlichen Schranke bleiben, denn man hat: 

/> ^ ' 

M km v + oo . 



6) Die Zeilen der Folge ((^ v)*)J Bind ungleichm&fiig divergent. Es 
ist nfLmlioh: 

fl w -0*-v) 8 ; lima; - + oo fttr v-0, 1, 8, 

^ jU-yao '' 

Niohtsdestoweniger Iftfit sioh, wenn 6? > beliebig vorgeschneben wird, 
Jcem m so fizieren, dafi: 

a>Q ftr p^w und v-0, 1,2,-- 
Denn, wie graft auoh n angenommen werden moge, BO ergibt sioh stets: 



mit anderen Worten ; die ITauptdiagonal* besteht wiedemm aus lauter 
Nulkn und das Zunenmen der Q-lieder beginnt allemal erst reckts davon. 1 ) 
4. Eine analoge Verallgemeinerung, wie wir sie frtther fur den Limes- 
begriff dnroh Einftthmng des unteren und oberen Limes ydrgenommen 
haben, erweist sioh auoh ftlr die Begriffe der glewhmtifiigen bzw. ungleich- 
mbfiigen Konvergenz und Divergenz als durchfUhrbar und zweokmaBig. 



1) Da di ungefflhrtcn Beiapiele aufier (I) in bec?g avf did beiden IndiieB /x, v 
vCllig Bymmetriioh gebant rind, to kOnnen ne mo}x tor Erlftutemng der fragliohen 
Konvezgens- und Divergenzeiga&soaaften fOr die J&fomun 4ienen. An Stfllte dee 

Bei*piel 6) hatte man fflx den gleiohen Zv^k ledtgllfeli' L -f i-\ eiratjfllfiren. 
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Wir wollen. zunachst annebmen, daB die (unteren und oberen) Litmtes 
otter Zeilen, zum mindesten nach AusschluB einer endlichen k*M f nume- 
riBoh unter einer endlichen Schranke bleiben (eine Aunahme, die offenbar 
diejenige der Zettenkonvergeng gegen endlich lleibende Limites als spe- 
ziellen Fall enthalt), etwa 

(30) Ma^-fiN lima ( '>-.a >: '* 



Alsdann existiert zu jedem a > und far jedes einzelne v^n eine 
Jdeinste Zalil w vJ sodafi: 

(31) a w - s ^ af ^ S (v) + 6 fur: p^m r , v^n. 
Bedeutet sodann: 

(") die untere Qrenee der Zahlenfolge aW, a<" + 1 >, aC v+f > ; , 
W obere Grente 3<") ; &(*+*>, 3("+ 8 ), ..... , 

sodaB also insbesondere: 

W|1 

(32) W^a, 8<;W (ttbrigene auch: I w ' ^ J. fttr: v^tt), 

I i ' 

so besteht gleichzeitig mit Ungl. (31) tnnsomehr die folgende: 

(33) w -^aW^5 w + fttr: ii^m,, v^n. 

Haben nun in bezug auf diese letzten Ungleiohungen wiederum die 
Zahlen m v fttr jedes einzelne > und fttr atte v^n ein-bestimmtes 
(allenfalls nnr nooh von e abbangiges) Maximum m, sodafi also die Be- 
dingnng (33) durch die folgende ersetzt werden kann: 

(34) g w -ia^5 w + f ftir. f*^w,v^w, 



so Bolleu- die Zeilen der Doppelf olge a gleichmdftig beschrbnkt fttr v^n 
heifien, ferner einseiUg gleicbtnttfiig beschrtinU und zwar nach unten bzw. 
nach oben, wenn nur die erste bzw. zweite der beiden Beziehungen: 

(34a) (l) -iaW, a5 w + fttr: /*^m ; v^H 

beBteht. 1 ) 

Da die Bedingung (34) sioner erfttllt ist, wenn sohon die Bedin- 
gung (31) fttr p ^ m gilt, und da diese letztere im FaUe a^ ftM mit 
derjenigen fur die gleichm&flige Konvergen* der ]3ei v begiunenden 
Zeilen zasaramenfaUt (vgl, (26), S. 975), so ersoheint diese letztere Sigen- 
schaft als ein spezieller Fall der foichm&fiigen 



1) Im enten PftUe bjAuo^efl nattiiUot Mr die f>a w ' , im^trftitwi nor di 
unter einer endlioteai 
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Bleiben die a w ly&fl,^ > <* M = lim a^ , wie graft man 

aucb annebmen moge, flir v ^ w wefttf unter einer endlicben Sohianke, 
so wollen wir in dem vorliegenden Zusammenbange nur die beiden Falle 
naber ins Auge fassen: 

(35) lim km a (v) + oo oder GO 



Auf Grand dieser Voraussetzungen eadstiert danu zunacbst zu jedem (be- 
liebig gro fieri) A>Q eme kleinste naturhobe Zabl n, sodafi: 

km a^ > A, also auch: hm a^ > A ftlr: v ^ n, 

rnn\ ft->ao fl-^-eo 

(oo) 

oder ' lim a ( *' < A } km. a^' <. A fttr: v ^ n *) 

Daraus folgt wiedemm nur soYiel, dafi fflr jedes einzelne v eine Tdemste 
Zabl m y existiert, derart, dafi: 

(37) a "> A bzw a < A fdr: ^*^w* v > v ^ 

1st dann bei jeder Wabl von X fur die Zablen m v ein bestimmtes Maxi- 
mum m vorbanden, sodafi also die obige Bedingung duroh die folgende 
ersetzt werden kann: 

(38) a>A bzw. a<-A fur: p^m, v^n, 

so sollen die Zetien der Doppelfolge (und, wie die Form der Bedingung (38) 
zeigt, dann eo ipso aucli die Kolonneri) als gleichmaftig unbeschrdnkt*} be- 



1) Dabei "wixd im allgemeinen n mit A Bich andezn (nftmhoh nut zunehmen- 
dem A gleichfalla zunehmen) Dies -w&re nur dann moht der Fall, wean yon einer 
beatimmten Zeile ab, etwa fQr v^n dorchweg 



lim afp + oo oder = oo 

jll--) ^ 

auafiele Alndann genflgt offenbar die Annahime n n' fQr jedes beliebige A. 

9) Die Bezeiohnung, deren -wesenthoher Bestandteil in dem Beiworte ,,gle\ch- 
m&fltg" beateht, bezieht aiob. (-wie alle ahnliohen, in Nr 8, 4 diesea Paragraphen 
emgefuhrten) nnr anf die in Prage kommtnden Zeilen als Gesamihett. Dabei 
ka^n immfrrhm jede etnftHne Zeile legrentt (d h. mit endhohen Hanptbmite 
Tereeben), ja aogar Joonwrgent sein (vgL -weiter unten im Text das Beupiel 9)). 
!Ferner sei daraof hmgewieaen, dafi die znx Definition der gJetchm&fligtn Un- 
hsehr&njctheit dienende Bedingnng (88) mit derjenigen fflr die Existenz der Be- 
nehang bjnaj v) + oo bzw. oo ztuanunenfBilt ( 40, 8 964, TJngl (8 a)). 



Jene neoe Beietchnwng der durch die Bedingung (88) oharaktariBierten Eigenschaft J 
der ai*^ re^htfertigt aieh mdeaien duroh dea yerftnderten Oenohtapunkt, unter 
welohem die fraghche Bedingung aioh hier emgeatellt hat, und rweut Bich Bchliefl- 
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zeichnet werden. Die Vergleichung der Bedingung (38) mit der far die 
gleichmapige Dwergenss geltenden (S 275, Ungl. (29)) zeigt wiederum, 
dafi diese letztere Eigenschaft als spezieller Fall der soeben definierten 
erscheint. 

Fortaetzung der Beispiele 

7) Die Zeilen der Folge (( iy+tfV s ind 
sclvra/rikt Aus: 

a W - (_ l)^v?L (_!)/. + ,(JL + A) 

ft V / {4 V ^ / \^'v/ 

folgt zunbchst: 



also auch: 

B W -- L 5W- + -- 
v ' ' v 

Da andererseits: 



It 1> <== /t Jl 7/ 

so folgt: 



und daher (m tTberematimmung mit der Definition (31)). 



(wobei tiberdies: |aW|^l 

8) Die Zeilen der Folge ((-1)^+^ + ^^ sind ungleicfma^ig 
leschrarikt. Aus: 



folgt: 

also auoh: 

AndereraeitB hat man ftlr jedes nooh so grofle n: 

a n ' nil" 8' 

d. h. in jeder Zeile mit beliebig hohem Stellenzeiger n liegen fttr < s < y 



lioh ala BweokmaBig, urn gffwisse Andogien airiiclien den *onwr^*cn Td den 
dwergenten Doppelfolgeji wgeineMea ?um An^drndc w^bdngen (fgJ. $ 
(11T\ AM fokzenden.Pftrttrcaphen, 8, WO, 
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daa w te ; (n + 1)* und ( + 2) to GUied stets noch aufierhatt dea Intervalls 
(a (fl >-, 3 + a), d h. (-!-, l + ) 

9) Die Zeilen der Folge ( \- v J , welche oben (a Beispiel 5)) als 

ungleichm&fiig Convergent erkannt wnrden, sind andererseits gleichmafiig 
wibeschrchikt Man hat namlich: 



Wird also <4>0 beliebig groB und sodann n^>A angenommen, so folgt: 

10) G-leichmafiig uribeschrankt sind auoh die Zeilen der Folge 
(v + (1 + ( !)>')/*) J Man hat m diesem Falle: 

a u^ *" v > wenn P wngerade, a ( ^ v + 2ft, wenn ft gerade, 
mithin: 

/U->o " /U->oa 

Wird jetzt jl > beliebig grofi und sodann n > A angenommen, so 
folgt also: 

a^ > A fflr: v^>w ; fi^O. 

11) Es werde gesetzt: 

u, wenn: u < v . _ _ 

wenn- -v /ft- 1, 2, 3, A 

v, wenn: ft > v ' ' ' 

1) Will man a^^ daioh einen emzigen arithmetischen Anadruok darstellen, 
o brauoht man nar zu setzen- 



lim 



and m beachten, daB man dieaem Auadrucke die beiden Pormen geben kann: 

'-' 



and 

,. v7r/ # 

lim U-Z v, 

\ p i 

.") *: 

deren ente far den fall /*<*, die swdte f^r f*>* unmittelbar daa erforderliohe 4 

leistet. wahrend for u^ di nmvt'rfltatfHAhA uvifm Aaa An>^nb-Aa ^tj>i.i * 
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Da ja in jeder Zeile von beliebig hohem Range v schlieBlich immer ft > v 
wird, so hat man: 



d. h die Zeilen sind s&mtlich tonvergent, aber ungleichm&fiig , da ja der 
Grenzwert v ins Unendliohe wachst, ilbrigens aber aueh schon darum, 
weil (fttr jedes noeh so groBe ri) af } - ; a^ a ~ (n A) (fttr 
A _ 1, 2, , !). Aus diesem letzteren Grunde sind dann die Zeilen 
auoh nicht einmal gleichm&jhg uribeschrankt l ) 

% 43 Beziehungen zwischen den Doppellimites nnd den iterierten 
Zeilen- fezw. Eolonnenlimltes. 

1. Mit Hilfe der in Nr. 3 und 4 des vongen Paragraphen eingefUnrten 
TTnterecheidungen lassen sich die Beziehungen zwischen den in 40, 41 
betrachteten DoppelMmites und den iterierten Limites der Zeilen oder Ko- 
lonnen in sehr allgemeiner Weise feststellen. 

Als Qrundlage ergibt sioh zunachst der folgende Satz: 

(I) Der tferierte untere (sc. Zeilen- oder Kolonnen-) Limes 
ist niemals Kleiner, der rierierte obere Limes niemals gr'dper, als 
der entsprecJiende Doppellimes, d. h. man lwt: 



C lim. lim (t ^ lim lim 

. ,. m r->eo /u->-eo ^ *->o /u->-o* 

(1) limajj' 

" - -" < lim lim a.. ^ lim lim 



Beweis Nach dem Satze von Nr. 2 des vorigen Paragraphen 
(3. 272) kann man jeden der in Frage kommenden iterierten Limitea 
darch den Limes emer konrergenten reguldren TeUfolge ersetzen. Anderer- 
seits gibt es aber naoh 41, Nr. 5 (8. 267) ~keine regulftre Teilfolge, 
deren Grenzwert kleiner als Hma^ oder grOBer als Hm~a^ aasflele. 

/u,*-*.- ** l*,v+* F 

Hieraus ergibt sich aber ohne weiteres die Richtigkeit de ausgesproohe- 
nen Satzes. 

Fallen die beiden tiuftersten Glieder derTJngleichungea(l) zusammen, 
o gilt das gleiohe fur aUe Glieder, und man gewinnt daher mit Be- 
nutzung der in 42, Nr. 1 an die Beziehungen (6) geknupften Be- 



1) Die Bciipiele 7), 8), 11) gelten olme weiterei oh in gleiohex Welie fttr 
die JTokmiMn, die Bflispiale ) und 10)-Bftoh Tert*ticliiras l Von p tmd v. 
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merkung (S. 271) den folgenden fttr die Anwendungen besonders niitz- 
liohen Spezialsatz: 

(la) Wenn lim a^ im wevteren Stnne emstiert (wenn also 

die Doppelfolge (&?*} Itonvergiert oder eigentlicli divergiert), so "be- 
stehen die Semehungen: 



(la) 



lim hm a 



lim hm a^ 



hm 



Dabei brauchen also die emzelnen Zeilen und Eolonnen noeb. nicbt 
zu konvergieren oder eigenthch zu divergieren, es konnen also lim a^ 

(1-+CO '* 

tmd lim a (bzw. lim a^ und lim a^\ dnrehweg verschieden ausfallen. 

^-* ^ X r->oo ^ t^-oo ^ ' 

Niclitsdestoweniger existieren (im weiteren Sinne) unter der gemacnten 
Voraussetzong lim lim a^\ lim lim o^ (bzw. lim Im a ( *\ lim bin a^) 

r->ae /i->ee ^ v->eo /i-Voo ^ /*->oa r-> ^ jU-> *->oo ^ 

und sind samtlich einander gleicb. 

(Beispiele. Setzt man, wie in Beispiel 7) des vorigen Paragraphen 



v (r) 1 i (r) IT (*) 1 i "~ M 1 

hma v; . hma w : lima 1 . , lima, ' : 

H <O ' A* Mi LL H. I U It I 

[-*. r * it-Voo ^ v v-*-ao ^ V r->oe ^ f* 



|U->00 



andererseits: lim a w und daher in tTbereinstimmung mit Satz (la) 

auch: 

lim hm a. w =- hm hm =- 0. 



Sei ferner: a v + ( I)'*, so hat man: 



und sohliefilioh wieder: 

hm hm a^ hm hm. a^ + oo.) 

* 



Sind au&er der Doppelfolge a auch die einzelnen Zeilen und 
Eolonnen Convergent oder tigenttich divergent, was z. B. stets der Fall aein 
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muB, wenn die Doppelfolge erne monotone ist 1 ), so nelunen die Glei- 
chungen (la) die noch speziellere Form an 



(Ib) 



'lim lim a^ 

V->00 |U-*-00 ^ 

lim hm a (v) 



limoj . 



2. Aus den Beziehuugen (la) folgt, dafi die Existem (im weiteren 
Sinne) von hni a ()) erne hmr&ichende Bedmgung fiir die Existenz und das 

Zuaammenfallen der iten&rt&n Zeilen und Kolonnenhmites, also for das 
Bestehen der Relation. 



(2) 



hm hmV 

v-^-to ^->oo ft 



lim lirn^ 

fl-^-aa v->-eo 






bildet. Diese letztere 1st somit umgekehrt erne notwendige Bedmgung far 
die Eonsteng von lim a^\ Daraus ergibt sich also msbesondere, dafi lim a^ } 

* 



siclier nicht exisiaert, wenn jene beiden iterierten Limites veischwden aus- 
fallen. (Beispiele: 

hm a^ 1, lim lim a^ 1, 



,w 



-2 ^ 



Inn a 0, hm hm a 

u-yoo r->oo 



hm hm < 

V-^OO ,U->00 

lim hm < 

fi-^-eo v+eo 



w 




1, 





S auoh Beispiel 11) des vorigen Paragraphen.) 

Andererseits erschemt die Bxistenz von hm a^ Tceineswegs als notr 

wendig fttr das Bestehen der Beziehung (2), wie die Beispiele 3), 4), 6) des 
vorigen Paragraphen (S. 276278) zeigen, sodafi also die Beziehung (2) 
nooh Iceme hinreichewle Bedingong fttr die Existens von lim a hefert 

Zur Illustration dieser Tatsache mOge neben den soeben zitierten noch 
das folgende Beispiel ala besonders lehrreich angefflhrt werden Es sei 



1) Die Zeilen tmdKolonuen einer monotouen Doppelfolge sind offenbar 
falls monotone Folgen. Dies folgt tmrnittelbor aua der Definition (9) ded 40 (S. 257), 
wenn man doaelbst n bew. p aetzt, 
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Man hat hier zunachst: 

W-hm(-iy.-^-,-0, also auch: lim Lm a - 0, 



r->oo 



. 0, liin lim a - 0. 

r) _j_ v s ft-** i--oo ' 



Ferner ergibt sich: 



und Bogar fttr jedes ganzzahlige jp^l, ff^O, r^l* 

vP + 5 (l 



lim /<"*>- lim ^- 

lim a t -= lim ( 



4 b , , )0 

* ' T^^^^n^U/ 



Ftir diese Doppelfolge (a w ) haben also nicht nur die beiden iterierten 
Limtes und der Limes der BcwtpWi'a^onflZfinfolge den Wert 0, sondera 
aUe m6glichen ,#eradlwigen tl Teilfolgen 1 ) besitzen gleichfalle den Ghent- 
wert Niohtsdestoweniger findet man fttr p v s : 



also; 

i^ 

|->00 



und daher: 

lim a^ oo, hm a'J + oo ) 



1) Bezfiglich. dieser Bezeiohnung B Fafin 2, 8 267. 

2) Yeniohtet man auf die Dantellang der a^ durch. einen eanheithohen AUM 
druok, BO wird das wesenthche dieses Beispieli Bohon gelelstet, wenn man letztt 

ai r) ( 1)" i', i Ubrigent o^) 0. 
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3. Ebensowenig, wie die Existent und das Ziwnimenfallen der beiden 
torterfen Limitea: lim lim a''* und lim lim ajj l) die Mxwtenx dee Doppel- 

** (f> (!->* V->fO ^ 

limei lim a w und BO mit (nuoh Satz(Ia)) auch desaen Zusarumenfallen nut 



jenen sichert, ebenaowenig brauchen auch dietterierten wntemi bzw.o&emtLi- 
miti: lim hm a ( J\ lim lira a buw. lim lim a^\ lim lim a c ( v) rait den 

*r-+-^>** f|^MV-M V>M/f^M ' /f->0d 1^>00 ' 

entsprechenden DoppellimiteB: hm a J bzw. lim a^ zusammenxufallen. Die 

/l,t"+ ' ^l,V->0 

n^wwdi'iWrt k2 hmreKtenden Bedingungen hierfUr, zuuachat fQr den 
Fall, daB die in Frftge kommenden itericrtcn Limites endlich ausfallen, 
liefert der folgende Sate: 

(II) Fib di fMdlichktti wul das ZusammenfaUen des it&- 
rwritfn unteren biw, ok or en Zcttenlimes mit deni unteren law. 
oberen DoppeRitnes ist notwtndig und hinreichond, daft die 
&tfan mit temiutlfan Awsddusst ewer endlichen An*ahl wtch 
vtiten bnv. nock oben gleichm&flig bcschrtinht sind. 

Dot Mialvge giU b&ilglich der Kolonnen. 

Baweie SUt man, wie biiher (8. 279, Gl. (80)): 



n+ /* 

und bxeiohnet mit (r) die (eudltohe) untere Grenze 

von , 

mit ^ } die (endliohe) obere Gfnnze 

yon ffW, 

o totigt die Behauptung, dafi 



(8) 

t* t t+ 

(d. h. endliohe Zahlen), 

wt&n tin bettimmtti n und lodann *u jedem > ein beitimmtoa 
xittitrt, derart, daft (. 8. 979, UngL 



and lugUioh die jfi^l biw. |a^ r) | fttr v^n unter einer endliohen 
8ohr*nk A blibi| nnd d*B MK*itms, wnn eine der aielohnngen (8) 
berteht (nit dem ZnwUfc*, dafi &&gM bcw. Hm flW mdUcfu Zahlen vor- 
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Angenonunen, es bestehe zunachst die Voraussetzung (4). 
Da die unteren Qrenzen a<?\ a< v+1 >, (*>,... ewewemalsabnehmende, 
die oberen Grenzen M, < r+1 ), a(" +s ), eine memals eunehmende 

Folge bilden und numensch unter A bleiben, so existieren die Grenz- 

werte: 

(5) lim a< v ) =- a bzw lim a r a 



in dem Sinne, dafi a, a bestimmte Zahlen vorstellen. Da andererseits a^ 
die iwtere Grenze der Folge aM, a (>+1 >, a<* +a >, - - und W die obere der 
Folge SW, S^* 1 ), 3(*+), . ., so ergibt sioh auf Grand der Definition 
des unteren bzw oberen Limes (s. 36, S 216, GL (16), (18)): 



(5 a) Im oW -alim aW a bzw. bm a M lim (">= a. 

r->eo v-Vaa ~" V->op v->ao 

Man hat sodann bei passender Wahl von n' ^ n: 

(6) a ^W bzw. W^ + e fflr: v^w', 
also duroh. Kombination der TJngleiohnngen (4) und (6): 

(7) a-2^fl^ bzw. a^^a + Se fur: ^ ^ m, v ^ n' 
Hierans folgt zunacnst, dafi: 

a 2s bzw 



Da es aber freisteht, s unbegrenzt zu verkleinern, und da andererseits 
nach Satz (I) dieses Faragraphen (3. 283): 



^-a bzw. hm a ^hnTs w - 5, 

->o /*,*->" ^ ft,1>-*-o 

so nndet man, dafi: 

(8) limV v) o bzw- nmo M -, 

/l,v->ao " /l,v->eD ^ 

d. h. wie behauptet: 

(3) Una JuDa^-lmaW-a bzw. lim Em a (v) -Ea a w - 3. 



Die Bedingungen (4) Bind also in der Tat Unreichend fttr die End- 
liohkeit da tterierten nateren bzw. oberen Zeilenlimes und daa Zusam- 
menfallen mit dem entspreohenden DoppeRimeB. 

Urn auch die Notwendigkeit der Bedingungen (4) for das Zustande- 
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kommen der Beziehungen (3) zu erweisen, nehmen WIT jetzt das Bestehen 
dieser letzteren als Voraussetzung an 

Dann mttssen sioh zun&chst auf Grand der Definition dee unteren 
bzw. oberen DoppeSbmea (s. S. 261, Ungl. (7)) zu bekebig klemem * > 
zwei naturlicbe Zablen m,ri so fixieren lassen, dafi: 

(9) a-a^a^ bzw. a& + s fur: p, ^ m, >v ^ n'. 

p* r* ~~" ~~~ 

Da aber nach. GH. (6): 

a lim W bzw. 5 lim a^ 

v->oo v-Vao 

and die Folge der W niemalfl abnunmt, diejemge der W menials zu- 
mmint, so bat man bei passender Wabl von n ^> w': 

a fi^ (v) <^a bzw. S^5W^5 + e fur: v^n 

Daraus folgt aber, daB die W bzw. | W | fur v ^ unter emer end- 
licneu Schranke bleiben und dafi: 

() _ ^ a s bzw. 5 + ^ W + 

und daher die Ongleiobnngen (9) durcb die folgenden, far v^n be- 
stebenden und mit (4) tibereinstimmenden ersetzt werden konnen: 

a w -^a bzw aW^3 w +. 

- i_i ^4 jH - 1 

Damit ist aber der ausgeaprocbene Satz (II) vollstandig bewiesen. 

In ganz analoger Weise ergibt sion das entsprechende Besultat be- 
ztiglicn der Kolonnen. 

4 Besonderes Interesse bietet wiederum der Fall, dafi die unteren 
und oberen iterierten bzw. Doppellimites zusammenfallen. Wird das Zu- 
Bammenf alien des iterierten unteren und oberen Zeilenlimes, nut an- 
deren Worten, die Existeng ron lim Mm o^ als einer einzigenbestimmten 

v->o ju->oe ^ 

Zahl vorausgesetzt, so ergibt sich, zunachst aus dem Satze (II) der fol- 
gende Spezialsatz: 

(II a) Wenn der iterierte Zeilenlimes tiberhaupt existiert, so 
ist fibr seine Endlichkett und die Existent eines (alsdann mit Qm 
gusammenfallenden) DopptHimes not wen dig und hinreichcnd, 
daft die Zetten mvt cventueHem AusscMufi einer endlichen Antahl 
gleichmttfiig lesc'hrdn'kt sind. 

Der analoge Sate wurde daan in. bezag auf den iterierten, Kolonnen^ 
limes gelten. Nimmt man indessen den Satz (la) (15, 284) zu Hilfe, so. 
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folgt sehon aus der nach dem vorstehenden Satze (II a) resultierenden 
Existenz eines endlichen Doppelkmes diejemge ernes damit gleichwertigen 
iterierten Kolonnerilimee nnd diese letztere involviert dann naoh dem fttr 
die Kolonnen geltenden Analogon zu Satz (IE a) auch die gleichmdfage 
Beschrariktheit der Kolonnen Man kann daher den Satz (II a), wenn man 
tiberdies noch berttcksichtigt, dafi die Existent eines endhchen Doppd- 
limes mit der Konvergene der Doppelfolge zusammenfallt, dnrch den fol- 
genden allgemeineren ersetzen: 



(lib) JW die Konvergenjy der Doppelfolge a) tst not- 
wendig und liinreichend, daft die Zetlen oder Kolonnen m%t 
eventuellem AusschUtfl ewer endlichen Anaahl gleichmdfiig be- 
schranJct sind*) und daft lim lima^ lew. hm hm a^ cds ein- 

v-^-to jU->te ^ /U->eo >-> ^ 

deutig bestinmte Zahl exwtiert Bind diese Bedingungen fur die 
Zeilen und fur hm lim a ( J } erfullt, so bestehen sie ohne welfares 

r->e fi-^aa ^ _ 

auch fur die Kolonnen und fur lim lim a\ vice versa, und 

/!-> >-> ^ 

man hat in ~b&,den Fallen: 

lim a ^ - lim taT a = lim Sm a 

" - - ^ - - 



Da es freistekt, den Do^cZkmea lim a^, sobald seine Exietenz fest- 

jll,!--*-- ^ 

steht, duroh den speziellen fttr p v resuliaerenden, also dnrch den en- 
r acAn Limes hm a (v) zu ersetzen, so hat man nnter den Voranssetznngen 

r->-oo 

les Satzes (lib) msbesondere: 



lim 

r->B ,u-> 

lim lim 



1) Eine Dojppelfolgt kann also &mwr#en< sein, oAn da/8 eine einzige Zefle 
oder JToIontM) konvargiert Dagegen kann bei einer konrergenten Doppelfolge 
lOohitani erne endhehe Ansahl von Zeilen (Kolonnen} ngyntttch dtvergieren bzw 
m wMnMtches Qrenswtervdll betiteen 

8) Em Beiapiel fQr die Anwendung dieses Prinzipi d. b. der MOgliohkeit, einen 
fcenerten. Limea dutch den einfaohen Limea der ,,l$anptdiagonale" zu enetien, 
uetet Bohon die in % 28, Nr. 8 gegebene Daiatellung de Grencwertet einer kon- 
p ergenten Folge unendlicher Sjatembrflohe e^ (wo ft die &2&&roAZ jedea euuelnen 
Jraohea P- KolonM, v aeine Nummer ZeQ6 der Doppelfolge' (<t^ v) ) bezeiohnet) 
enmtteltt der BeueLung: r> 
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5. El bleiben noch die Beziehungen der iterierten Limitee zu dem 
iteren und oberen JDogpeiHmea far den Fall KU uuterauGhea, dafi die- 
Iben (poaitiv oder negativ) wunuUich graft auefallen. Hat man zunaohst 
r die itericrten 



SJ) lim hm a^ ] oo bzw. lim lira a^ + oo, 

* 



folgt AUB dem Satee (I A) dieiea Paragraphen, daB auch: 

lim o (0 oo bw. lim a^ -|- oo. 
/*,*> ** /ii* 1 > 

B bettehen alao in diwem Falle die den Hauptauasagen dea Satzes (II) 
Paragraphen (8. 28?) analogen Beziehungen: 



8) Hm o^ - Hm lim a^ bzw, lim a* 1 * - lim lim o 

^ -- ^ -- 



jed weitere VorAimetvung. (Analog wiederum ftLr die Kolormen.) 
DM weiteren bleibfe dann fttr einZunrnmenfallen der itmorten Zeiten- 
nooh alt letite MOgliobkeitt 

lim lim a* tj + oo bw. oo, 



f enn dann der jDoftpeflimee lim a ( J } ttberbaupt Kcistowt, 10 folgt wiederum 

11 dem Sfttee (la), daB er mit dem ftrferfe* Zrifenlimet (14) zutammen- 
Ult and d*B dAi gleicbe Anoh fBr den toriartoft JSTokwwnUmes gilt, DAB 
lAlog* Reeultat ergibt stab, wenu man itatt ron der Yoraunetaung (14) 
>n der enUpreohwdtn fttr den itarfaim Zbfomwlimef lim lim a^ 

, , /u-*w ^ 

agent 

DA anderereeiti die Betiahang lim a^'- + 00 biw. oo die 

'#dH*&$iff* Uitb&ohrfabfait der JZeibft and ^ofomwH nach lioh ziebt 
u 8. 980, FnfiooU 9) nwl *mffiM*t t aberdiet auoh mit der rigariUokm 
Hvtfffmf der Doppeifolge (aj^) luwmmenfftllt, to lAiten. ilob die vor- 
bend*u BetrAohtungio m dem folgenden mit dem Batw (lib) ana- 



Ibn 
. A. 0. 8. lift, 61 UD). Dieie Dawtallwof to tallNic, da, irie man leioht - 



/A 
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logen 1 ) Satze zusammenfassen, der iin ftbrigen niohts nenes aussagt, 
sondern, wie in der eben erwahnten FnBnote bereits angedentet wurde, 
lediglich eine andere Ausdruckffweise ftir die Definition der eigenthchen 
Divergenz einer Doppelfolge enthalt: 

(HI) Fur die eigenthche Dwergene der Doppelfolge (a (v) \ 
%st notwendig und h^nre^chend, daft die Zetten oder Kolonnen 
gleichmafiig unbeschr&nkt sind 1st diese Sedmgung fwr die 
Zeilen erfiM, so lestekt sie auch fw die Kolonnen*}, vice 
versa, imd mem liat sodann 

(15) lim a M lim Jim a [** lim lim a Cv) + oo bzw. = oo 

- " '* " 



1) Ein Unterschied in der Formuliernng der beiden Satze besteht darin, dafi 
bei dem Satze (lib) die Ezistenz von hm bm a^ oder lim lim a^ auBdrflcklicb. 

r->no^->-o ^ - u->aei'--ao M 

vorauflgesetzt werden mufl, was hier wcht der Fall iat 

S) S 42, Nr 4, Ungl (88) (3 980) und die daran geknupfte Bemerkung 



IL' - 

tt 
** ^ * 



